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Resum 
 
Aquest volum conté la memòria del projecte de fi de carrera ‘Anàlisi no lineal d’estructures 
de barres en tres dimensions’. Es presenta l’estudi i implementació d’un mètode de càlcul no 
lineal basat en el principi de la co-rotació. Així com l’aportació d’un paquet de millores a la 
nova versió d’Estruwin (programa informàtic de càlcul matricial d’estructures de barres) 
que la faci operativa.  
 
En el document es descriu detalladament cadascun dels passos necessaris per a la 
implementació del mètode de càlcul no lineal, posant especial interès en aquells punts 
relacionats amb el concepte de la co-rotació. A més d’una col·lecció d’exemples 
comentats i resolts mitjançant el càlcul no lineal. També inclou descripcions de les 
principals millores efectuades en l’aplicació Estruwin, tot especificant-ne l’estat previ a 
aquest projecte i les justificacions pertinents d’idoneïtat i funcionalitat. 
 
Finalment, es fa una valoració del nivell d’acompliment dels objectius prefixats i es marca 
una pauta per a possibles millores i ampliacions de l’aplicació. 
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1.  Glossari 
La llista que segueix conté els principals símbols emprats en aquest document (referents 
als capítols 5 i 6). No hi són presents els que ajuden a l’exposició particular d’un punt; en 
aquest cas s’hi defineixen de forma oportuna. 
En les equacions, els claudàtors de la forma [ ] són utilitzats per a definir les matrius 
formades per vectors i els parèntesis ( ) per als vectors formats per escalars o subvectors. 
Els subíndex “ l ”, tant per als vectors com per a les matrius, indica que els seus eixos 
coordenats són locals; en cas de no aparèixer, s’entén que estan definits segons els eixos 
globals. Els subíndex emprats  són: 
a additiu 
g global 
l local 
n nou  
o vell (old) 
Les variables representades per una lletra majúscula fan referència a una matriu (Excepte 
PENDF ,  INTF i EXTF  que són vectors de forces). Si una lletra minúscula en negreta 
representa un vector, la mateixa lletra no escrita en negreta fa referència al seu mòdul. 
 
( , , )Tli li li liu v wd   Subvector local amb els desplaçaments del node i 
e     Vector unitari en la direcció de l’eix de la rotació 
exp(S(     Forma exponencial de la matriu rotacional (veure (Eq. 5.31)) 
1 2 3[ , , ]E  e e e    Tríada amb la base unitària de l’element 
F     Matriu de canvi de base que relaciona  amb  p  
PENDF     Vector de forces pendents d’equilibrar d’una estructura 
INTF     Vector de forces internes  d’una estructura (encadellament de 
totes les liq ) 
EXTF     Vector de forces externes aplicades a una estructura  
lK     Matriu de rigidesa tangent elemental local 
1tK     Matriu de rigidesa tangent elemental 
tK     Matriu de rigidesa geomètrica elemental 
tK     Matriu local de rigidesa tangent elemental que inclou tK  
K     Matriu de rigidesa total (encadellament de totes les tK ) 
,o nl l     Longituds vella (old) i nova (new) de l’element 
1 1 2 2( , , , )
T T T T T
l l l l l  p d d   Vector local dels desplaçaments generalitzats 
1 2( , , , )
T T T T Tp d d    Vector global dels desplaçaments generalitzats 
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qˆ     Quaternió unitari 
q     En la secció 5.9, part de qˆ (veure (Eq. 5.67)) 
q     En la secció 5.13, vector unitari 
1 2 3, , ,0q q q q    Components de qˆ  
liq     Vector local de forces internes  
R     Matriu rotacional 
1 2 3[ , , ]R  r r r    Tríada intermitja entre T i U  
mR     Matriu rotacional que defineix la rotació de T a la configuració 
principal  
S     Matriu quadrada no simètrica (veure (Eq. 5.8)) 
1 2 3[ , , ]T  t t t    Tríada amb els desplaçaments del node 1 
1 2 3[ , , ]U  u u u   Tríada amb els desplaçaments del node 2 
lu     Desplaçament axial local de l’element 
     Vector de gir 
  e    Pseudo-vector 
     Magnitud de  , tal que 2 T    
     Pseudo-vector tangent (veure (Eq. 5.34)) 
     Magnitud de  , tal que 2 T    
     Pseudo-vector sinus (veure (Eq. 5.36)) 
     Magnitud de  , tal que 2 T    
     Vector de curvatura (apartat 5.14)   
1
T
l     Subvector local amb les rotacions del node 1  
2
T
l     Subvector local amb les rotacions del node 2   
     Pseudo-vector associat a la rotació de T a U  
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2.  Prefaci 
2.1  Origen del projecte 
La proposta des del departament d’Elasticitat i Resistència de Materials de l’E.T.S.E.I.B, i 
més concretament del professor Miquel Casafont, de realitzar un projecte basat en l’estudi 
d’un mètode de càlcul no lineal, pren especial significació si es coneix l’estat actual de 
l’aplicació Estruwin i els procediments de càlcul proposats per les normatives de disseny 
d’estructures modernes. 
Estruwin 3D, programa informàtic de càlcul matricial d’estructures de barres, neix des del 
mateix departament l’any 2004 amb la intenció de prendre el relleu a una antiga versió 
(Pere Sancho Martori del departament d’Elasticitat i Resistència de Materials de 
l’E.T.S.E.I.B va desenvolupar l’any 1997 la primera versió de l’aplicació Estruwin). Aquest 
programa va néixer amb grans ambicions i degut al volum de feina que això comporta 
sempre s’ha sabut que caldria una concatenació de projectes per a que el projecte cobrés 
vida, és a dir, que fos més funcional i complert que la versió primera, adaptant-se a les 
noves necessitats. 
Després de la importantíssima tasca d’Antoni Solé i Sergio Caparrós en el 
desenvolupament d’Estruwin 3D, aquest projecte pretén aportar les millores necessàries 
per a que finalment la nova versió sigui una realitat, la qual cosa no vol dir que es tanqui el 
projecte; doncs Estruwin 3D neix amb moltes ganes de créixer i no s’aturarà aquí.     
El càlcul no lineal és una de les assignatures pendents d’Estruwin 3D; i és per això que era 
ara el moment idoni de realitzar aquest projecte, un cop implementat tot l’esquema base del 
programa i el càlcul lineal. 
2.2  Motivació 
La motivació necessària per a la realització d’aquest projecte ha estat fàcil de trobar i 
mantenir durant l’any i escaig que ha durat. El interès per la temàtica tractada ha fet que 
gairebé cada dia aprengués coses noves i em sorgissin nous dubtes i curiositats que han 
anat alimentant la roda de la curiositat fins a assolir els objectius.  
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Però si algun factor ha estat determinant per a dur a terme aquest projecte, aquest és la 
satisfacció que suposa haver contribuït en la creació de la nova versió d’Estruwin, aplicació 
que posteriors companys de carrera faran servir, i qui sap si també futurs calculistes. 
2.3  Requeriments previs 
El món del càlcul no lineal en l’àmbit de les estructures avarca tot tipus d’anàlisis que 
intentin simular el comportament d’una estructura de forma més real i acurada que el càlcul 
lineal de la mateixa. En el nostre cas ha estat necessari definir el futur marc de treball 
d’Estruwin per a determinar quin tipus de càlcul no lineal es vol implementar.  
 Tenint en compte que una de les principals aplicacions d’Estruwin és formar part del 
material docent de determinades assignatures del departament; és interessant que 
es puguin estudiar gran part de les tipologies estructurals presents en el temari de 
les assignatures impartides.  
 És necessari també que els resultats obtinguts amb Estruwin siguin coherents amb 
els generats per altres programes emprats en el departament. És per aquesta raó 
que s’ha pres com a programa de referència ANSYS, intentat realitzar el mateix 
procediment de càlcul no lineal que porta a terme aquesta aplicació (tenint present 
les nostres limitacions davant d’aquesta eina professional) 
 Per altra banda, ja que Estruwin permet definir estructures tridimensionals sembla 
lògic que les opcions de càlcul no lineal siguin també vàlides per a qualsevol 
estructura 3D (la qual cosa implica una gran complexitat a diferència de si s’hagués 
limitat a estructures bidimensionals). 
 El tipus de no linealitat considerat és l’anomenada “no linealitat geomètrica” per ser 
la més important a tenir en compte en el tipus d’anàlisis que es projecta realitzar 
amb Estruwin i una de les més presents en el temari dels alumnes.  
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3.  Introducció 
A l’inici d’aquest projecte Estruwin 3D es trobava en una fase avançada de 
desenvolupament gracies a la feina realitzada per projectes anteriors des del departament  
d’Elasticitat i Resistència de Materials de l’E.T.S.E.I.B, tots ells encapçalats per Miquel 
Casafont. Tant el preprocés com el postprocés de l’aplicació es podien considerar acabats ( 
a falta de petites millores que s’esmentaran al llarg del projecte), però el mòdul de càlcul 
només comptava amb la opció de realitzar càlculs lineals (tot i que ja estava dissenyat per a 
que s’implementés la opció de realitzar càlculs no lineals). Així, aquest projecte s’ha 
desenvolupat sota els condicionants i alhora agraït estat de maduresa en que es trobava la 
plataforma Estruwin 3D.  
Aquest alt desenvolupament de l’aplicació ha suposat la necessitat d’estudiar la filosofia i 
disseny de l’estructura del programa abans d’iniciar les tasques de millora proposades 
(doncs calia ésser coherent amb la resta de l’aplicació), així com la necessitat de conèixer 
el llenguatge de programació emprat (Visual Basic).   
3.1  Objectius del projecte 
Recuperant el paral·lelisme que Antoni Solé va fer servir en la memòria del seu projecte [1], 
on deia que si es comparava Estruwin amb la construcció d’un complex d’edificis, ell havia 
desenvolupat els fonaments, instal·lacions i serveis comuns, aleshores l’objectiu d’aquest 
projecte és donar “claus en mà” a tots aquells que vulguin fer ús del complex.  
Traduït a l’entorn d’Estruwin, això es pot resumir en dues gran tasques: 
La primera consisteix en dotar Estruwin de la possibilitat de realitzar anàlisis no lineals i la 
segona, molt més àmplia i variada, consisteix en afegir o  modificar diferents opcions del 
programa a fi que, en conjunt, en surti una nova versió d’Estruwin operativa. 
3.2  Abast del projecte 
El càlcul no lineal que es pretén implementar ha de complir amb les especificacions citades 
en el prefaci; és a dir: 
 Analitzar no linealitats geomètriques: Quan els corriments d’una estructura 
modifiquen la manera d’actuar dels seus esforços, aleshores no és aplicable el 
principi de superposició i, per tant, s’allunya d’un comportament lineal. En aquests 
casos es diu que existeix no linealitat geomètrica.  
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 Permetre el càlcul no lineal d’estructures 3D.  
 No entrar en conflicte amb els resultats generats per ANSYS. Acceptarem que 
existeixi un cert error relatiu, però que no superi el 5% (excepte en situacions on un 
error major sigui justificable).  
Pel que fa al paquet de millores que es pretén implementar, necessita resoldre els 
següents problemes o mancances: 
 Permetre col·locar articulacions entre els elements d’una estructura.  
 Permetre treballar amb càrregues repartides solidàries a l’element aplicat. 
 Possibilitat d’extreure els resultats obtinguts fora d’Estruwin ja sigui mitjançant 
llistats o diagrames. 
a més de la depuració o millora d’altres punts conflictius del programa, que no es citen per 
no tenir prou pes de manera individual. 
 
 
Anàlisi no lineal d’estructures de barres en tres dimensions  Pág. 13 
 
4.  Procediments generals en l’anàlisi d’estructures 
amb comportament no lineal 
A diferència del mètode lineal de càlcul d’estructures, on és suficient resoldre un sistema 
d’equacions una sola vegada, si es vol realitzar un estudi no lineal, el càlcul és 
sensiblement més complex. La característica principal d’aquest mètode de càlcul és que té 
en compte que les càrregues inicialment aplicades a l’estructura tindran un efecte diferent si 
es té en compte que l’estructura es va deformant a mesura que nota l’efecte de les 
càrregues externes.      
El càlcul no lineal és necessari per a la validesa d’aquells anàlisis en què els 
desplaçaments nodals no són negligibles enfront l’ordre de magnitud dimensional de 
l’estructura, és a dir, aquells on l’estructura pateix una modificació notable, invalidant, 
lògicament, els resultats del càlcul lineal. 
Els procediments o mètodes generals utilitzats en l’anàlisi del comportament no lineal de les 
estructures són: el incremental, el iteratiu de Newton i el mixt (o Newton-Raphson 
complert), que es descriuran tot seguit. El motiu pel qual es comenten els tres és per a 
evidenciar-ne alguns avantatges i inconvenients de cadascun i així justificar l’elecció final: el 
mètode mixt, que neix de la unió dels dos anteriors. 
4.1  Mètode incremental 
El mètode incremental es basa en la divisió de la càrrega generalitzada total EXTF  que 
sol·licita a l’estructura en n  porcions EXT jF  (que no necessariament han de ser iguals) i 
en la seva aplicació de manera incremental (porció a porció) fins a assolir el total de la 
càrrega. En cada porció de càrrega aplicada EXT jF , aquest mètode admet que el 
comportament de l’estructura és lineal, prenent en l’equació matricial d’equilibri de 
cadascuna d’elles (que permet la obtenció l’obtenció del seu vector de corriments 
generalitzats j ), la matriu de rigidesa tangent de l’estructura jK    corresponent a les 
característiques materials i geomètriques de l’inici de cada pas j  (o final del anterior j 1 ). 
En definitiva, l’anàlisi del comportament no lineal es redueix a la concatenació dels resultats 
obtinguts en l’anàlisi d’una sèrie de n  comportaments lineals discrets de l’estructura 
continua. 
Així, el vector de càrrega generalitzat es pot escriure com: 
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0
1
n
EXT EXT EXT j
j
F F F

                     (Eq.  4.1) 
on 0EXTF  representa un possible vector de càrrega inicial. 
Al final del pas i  la càrrega que actua sobre l’estructura és: 
0
1
i
EXT i EXT EXT j
j
F F F

       (Eq.  4.2) 
i el seu vector de corriments generalitzats corresponent: 
0
1
i
i j
j
  

     (Eq.  4.3) 
on 0  és el vector de corriment inicial (si s’escau). 
La matriu de rigidesa que cal emprar en cada pas j  serà la corresponent al final del pas 
anterior j 1 ; és a dir, funció de 1j   i 1EXT jF   : 
 1 1 1 1,j j j EXT jK K F                  (Eq.  4.4) 
i per tant, la corresponent equació d’equilibri serà: 
1EXT j j jF K                                    (Eq.  4.5) 
d’on es pot obtenir j  , si prèviament s’inverteix la matriu 1jK    . 
Evidentment, com més gran sigui el nombre n  en que es divideix la càrrega total, major 
exactitud en l’anàlisi del comportament s’obtindrà, però major cost computacional suposarà. 
Per a major comprensió del mètode, la Figura 4.1 exposa els resultats de l’anàlisi del 
comportament no lineal d’una estructura d’un únic grau de llibertat nodal, comparada amb 
el seu comportament real. 
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Cal destacar que aquest mètode proporciona resultats intermitjos (corriments, 
deformacions, etc.) en l’anàlisi del comportament de l’estructura des de l’inici de l’aplicació 
de la càrrega, essent un gran avantatge pràctic. 
4.2  Mètode iteratiu de Newton 
El mètode iteratiu de Newton consisteix en aplicar la totalitat de la càrrega generalitzada 
EXTF  a l’estructura en la primera iteració del procés de càlcul i, sota la hipòtesis numèrica 
que la matriu de rigidesa de la estructura  0K és constant, determinar el vector de 
corriment 1 , tot i que no es pot garantir l’equilibri. 
La diferència entre la càrrega total EXTF i la càrrega real corresponent al corriment trobat  
1  és la càrrega generalitzada pendent d’equilibrar en la següent iteració PENDF . S’admet 
que la nova matriu de rigidesa de l’estructura  1K  és constant dins del següent interval de 
corriments 2 , i que el seu valor és el que correspon a les característiques elàstiques i 
geomètriques del inici d’aquesta segona iteració (o final de la primera). I així, 
successivament, fins que la càrrega a equilibrar tendeixi a ser nul·la (és a dir, sigui inferior a 
un valor de tolerància fixat). 
 
Fig. 4.1 Mètode Incremental 
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Evidentment, el grau d’exactitud exigit en l’anàlisi de l’estructura i les seves característiques, 
elàstiques i geomètriques, determinaran el nombre d’iteracions necessàries i, com a 
conseqüència, el cost computacional. 
La càrrega no equilibrada 1PEND iF  , corresponent a l’etapa 1i , es determina per la 
següent diferència: 
1PENDi EXT INT iF F F     (Eq.  4.6) 
on EXTF  és el vector real de càrregues total de l’estructura, i INT iF  és el vector de 
càrregues corresponent a l’estat de corriments actual i . 
0
1
i
i j
j
  

     (Eq.  4.7) 
on 0  és el vector de corriment inicial (si es dóna el cas). 
Si representem per  1iK  la matriu de rigidesa de l’estructura, corresponent a la i -èssima  
iteració, es pot escriure: 
 1i i INT iK F     (Eq.  4.8) 
tenint present que aquesta matriu de rigidesa és la matriu de rigidesa tangent (obtinguda 
per l’encadellament de les matrius de rigidesa tangent elementals) corresponent a la etapa 
1i -èssima de la iteració.   
L’encadellament de les matrius de rigidesa elementals, per a obtenir la matriu de rigidesa 
de l’estructura, i la inversió de la mateixa, per a obtenir l’increment del vector de corriments, 
en cada etapa de la iteració, representa un important treball computacional. Aquest treball 
es pot disminuir considerablement si es fa servir el mètode iteratiu modificat, que consisteix 
en utilitzar en totes les etapes de la iteració la matriu de rigidesa de l’estructura  0K  
trobada en la primera etapa sense actualitzar-la. La convergència d’aquest mètode iteratiu 
modificat, però, és molt més lenta que amb el normal, doncs necessita de més etapes. 
En la Figura 4.2 es pot observar, per a millor comprensió, una representació gràfica del 
procediment iteratiu aplicat al cas teòric d’una estructura d’un sol element i un únic grau de 
llibertat nodal i, en la Figura 4.3, la corresponent al mètode iteratiu modificat. 
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El mètode iteratiu és més fàcil d’utilitzar i programar que el mètode incremental, ara bé, no 
es té la seguretat d’assolir la convergència cap a la solució exacta. Cal notar, com a 
inconvenient pràctic, que aquest procediment només proporciona resultats d’equilibri de 
 
      Fig. 4.2  Mètode iteratiu de Newton 
 
 
Fig. 4.3  Mètode iteratiu modificat 
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l’estructura per la situació en que tota la càrrega està aplicada (a més dels punts de cada 
iteració, però que no són controlables) a diferència del mètode incremental, que al permetre 
discretitzar la càrrega en les parts desitjades, permet obtenir tants resultats intermitjos com 
es desitgi. 
4.3  Mètode mixt (Newton-Raphson complert) 
El mètode mixt, com el seu nom indica, consisteix en aplicar alternativament el mètode 
incremental i el iteratiu, tal com es pot observar en la Figura 4.4. 
 
Així, per a cadascuna de les fraccions de càrrega (definides segons el mètode incremental) 
en que es discretitza l’estructura, cal fer el nombre d’iteracions necessàries per a que la 
diferència entre la càrrega prefixada i la càrrega real convergeixi (procedint segons el 
mètode iteratiu); això és: 
donat un estat de càrrega segons (Eq. 4.2) , que recordem, 0
1
i
EXT i EXT EXT j
j
F F F

   , 
ara no es farà un nou increment de càrrega fins que, com marca (Eq. 4.6), 
1PENDi EXT INT iF F F   , aquesta diferència, entre la càrrega parcial aplicada i la real, no 
sigui inferior a un valor de tolerància determinat. (El lector se n’haurà adonat que ara EXTF  
 
Fig. 4.4  Mètode mixt 
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no és un valor permanent durant tot el càlcul, sinó que en cada estat de càrrega pren el nou 
valor EXT iF ). Les iteracions necessàries dins de cada increment per a assolir la 
convergència del càlcul es realitzen tal com s’especifica en l’apartat anterior, Mètode iteratiu 
de Newton. 
Aquest mètode, el mètode mixt,  pren els avantatges dels dos procediments anteriors 
(permet obtenir resultats per a estats de càrrega entremitjos i proporciona resultats finals 
més acurats), així com també l’inconvenient de cost computacional. És evident, però, que 
tals necessitat computacionals són, cada dia que passa, un inconvenient menor degut a la 
constant millora dels processadors informàtics. 
Com ja avançàvem al inici d’aquest capítol, aquest serà el procediment emprat en la 
implementació del nostre programa de càlcul no lineal.   
Un cop definida l’estructura global del procediment general que seguirà aquesta aplicació, 
el que toca ara és determinar de quina manera es pretén actualitzar, després de cada 
iteració, certes components de l’estructura, com poden ser: la matriu de rigidesa, la posició 
de les forces aplicades, els desplaçaments nodals, les noves dimensions dels elements, 
etc. Els dos capítols següents pretenen comentar aquests punts (principalment el capítol 6, 
doncs el capítol 5 no és més que la base i justificació a les explicacions del capítol 
següent). 
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5.  Prèvis al desenvolupament de la co-rotació 
tridimensional 
Els capítols 5 i 6 estan basats en el llibre de M.A. CRISFIELD Finite element analysis of 
solids and structures. Volume 2: Advanced topics [2]. En base al seu treball s’han analitzat, 
traduït, ampliat i/o sintetitzat aquell punts del llibre que interessaven per al 
desenvolupament d’aquest projecte.  
El principal propòsit d’aquest capítol és introduir i preparar el lector per al treball posterior 
(en el capítol 6) amb elements barra tridimensionals. Cadascun dels punts d’aquest capítol 
és esmentat durant el capítol 6, o en apartats posteriors d’aquest capítol 5, amb la intenció 
de justificar certs passos o aclarir-ne d’altres.  
En aquest capítol es posen de manifest els inconvenients que suposen la ‘no vectorialitat’ 
de les rotacions d’un element en l’espai tridimensional, així com la solució a tal problema i la 
justificació d’algunes aproximacions necessàries en el capítol següent.  
També serà útil aquest capítol per a que el lector es familiaritzi amb certs recursos 
matemàtics necessaris en el capítol següent, com els quaternions i els paràmetres d’Euler. 
Aquells lectors que no vulguin aprofundir en les qüestions més teòriques del mètode es 
poden saltar aquest capítol i reprendre la lectura en el capítol 6. I si el lector només pretén 
obtenir una noció global del mètode de la co-rotació es recomana que passi directament a 
l’apartat 6.5, on s’ha intentat sintetitzar l’anàlisi.     
5.1  La ‘no vectorialitat’ de les grans rotacions 
Aquest apartat pretén exposar de forma gràfica i senzilla el que succeeix quan s’aplica 
sobre un sòlid un conjunt de rotacions en diferents direccions. El que s’observa és que 
depenent de l’ordre en que s’aplica la mateixa col·lecció de rotacions, la posició final del 
sòlid varia.  
Aquest fenomen té importants implicacions en l’anàlisi d’elements finits, doncs alhora de 
tenir en compte els desplaçaments i girs que patirà l’estructura a analitzar, és bàsic que el 
seu estat de corriments (desplaçaments i girs) sigui coherent al llarg de tot el càlcul i que no 
depengui en cap cas de l’ordre en que s’analitzen els diferents corriments de l’estructura, és 
a dir, cal que compleixi la propietat commutativa.  
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Val a dir que en el cas de petites rotacions tal fenomen es pot menysprear, però no sempre 
serà possible al llarg del capítol que ara comença. 
 
La Figura 5.1 mostra com el resultat d’un conjunt de grans rotacions aplicades a un sòlid 
depenen de l’ordre en que aquestes s’han anat aplicant. En el cas (a) les rotacions (totes 
de 90 graus) s’apliquen en següent ordre: rotació sobre l’eix Z ( Z ),rotació sobre l’eix X 
( X ) i rotació sobre l’eix Y ( Y ). En canvi, en el segon cas, (cas (b)), les dues primeres 
rotacions s’intercanvien d’ordre. El resultat és que els dos sòlids acaben situats en diferents 
quadrants de l’espai, posant de manifest la ‘no vectorialitat’ de les grans rotacions degut a 
l’incompliment de la propietat commutativa. Així, tals rotacions no poden ésser tractades 
com un vector.  
Aquesta ‘no vectorialitat’ no es troba en anàlisis bidimensionals, doncs només existeix una 
direcció de rotació. Però quan treballem amb casos tridimensionals és indispensable 
comptar amb aquest comportament i actuar en conseqüència.   
 
 
Fig. 5.1 Exemple on el vector de rotacions no cumpleix la propietat               
commutativa. (a) , ,z x y   ;  (b)  , ,x z y    
 
Pág. 22  Memoria 
 
5.2  Matriu rotacional per a petites (infinitesimals) rotacions  
La matriu rotacional és aquella matriu que ens permet actualitzar la posició d’un element tot 
coneixent la seva posició inicial i els desplaçaments que pateix. 
En aquest apartat es desenvolupa com obtenir una matriu rotacional. Aquesta, però, només 
serà vàlida en el cas de treballar amb petites rotacions. La raó és que si les rotacions 
aplicades no són prou petites, aleshores la ‘no vectorialitat’ dels girs no és menyspreable, i 
per tant no és vàlid aplicar operacions pròpies de magnituds vectorials (com ho és la suma 
de vectors).  
 
En la Figura 5.2 (b), el vector or  és rotat en el pla 1-2 un angle  per a esdevenir un nou 
vector nr . Aquesta rotació es pot escriure com: 
 
Fig. 5.2 Rotacions i eixos. (a) eixos i vectors unitaris de la base; (b) rotació          
bidimensional; (c) petita rotació tridimensional 
(c) 
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 0 0cos( ) ,sin( ) ,0Tn or        r   (Eq.  5.1) 
(Es recorda al lector que, tal com s’especifica en el glossari, les lletres minúscules en 
negreta representen un vector mentre que la mateixa lletra sense negreta fa referència al 
seu mòdul). 
Una segona alternativa per a representar el gir és 
o or r      n or r r t n   (Eq.  5.2) 
on, com s’acaba d’especificar, or  or , i el vector n  és unitari i ortogonal tant a or com a la 
direcció z (o vector 3e ), i per tant 0
T T
3 t n e n . Aleshores es pot escriure 
{ sin ,cos ,0}T o o  n                   (Eq.  5.3) 
L’equació (Eq. 5.2) es pot reescriure ara com 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
n o


                       
r r   (Eq.  5.4) 
o el que és el mateix, 
 ( )n o oR I S   r r r   (Eq.  5.5) 
Aquesta relació pot anar acompanyada per  
0 3 3 3( )n o o              e e e                 (Eq.  5.6) 
ja que les rotacions en dues dimensions sí que són additives. 
 Per a que l’expressió anterior (Eq. 5.2) segueixi essent vàlida per a qualsevol rotació, 
encara que no estigui definida dins el pla de coordenades globals (veure Figura 5.2 (c)), es 
pot generalitzar de la següent forma : 
( )n o o o      r r r r r   (Eq.  5.7) 
on el símbol ‘ ’ indica el producte vectorial; és a dir que el resultat de ( )o  r és un vector 
ortogonal a  i a or , i la seva magnitud és  sinor , on  , com es pot veure en la  
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Figura 5.2 (c), és l’angle entre  i or . Així, l’equació (Eq. 5.7) es pot reescriure en la forma 
de (Eq. 5.5) amb  
3 2
3 1
2 1
0
( ) 0
0
S
 
 
 
          
   (Eq.  5.8) 
vàlid només quan les rotacions són infinitesimals, ja que, com s’indica al inici d’aquest 
apartat, s’està menyspreant la ‘no vectorialitat’ dels girs, i si les rotacions són importants no 
es pot fer. 
5.3  Matriu rotacional per a grans rotacions 
En aquesta secció es trobaran expressions equivalents a (Eq. 5.5) i (Eq. 5.8) però que 
seran aplicables fins i tot quan les rotacions són grans. Per començar cal assumir que la 
rotació de or fins a nr  ve donada per un ‘pseudo-vector’ ,és a dir, quelcom que es representa 
de forma vectorial però que no es comporta com a tal ni en compleix determinades 
propietats (com s’ha exposat en l’apartat 5.1) que s’anomenarà  , 
1
2 1 1 2 2 3 3
3

    

         
 e e e e   (Eq.  5.9) 
on e  és un vector unitari a partir del qual es realitza el gir   (Veure Figura 5.3): 
2 2 2 1 2 1 2
1 2 3( ) ( )
T            (Eq.  5.10) 
De la Figura 5.3 (b) se’n dedueix 
    r a b   (Eq.  5.11) 
on b és ortogonal a a . També a partir de la Figura 5.3 (b), es pot veure que la longitud 
de b  ve donada per  
sinRlong b    (Eq.  5.12) 
Així doncs,  
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sin( ) ( )b o o
o o
long R
e
     b e r e rr r e                (Eq.  5.13) 
 
 
 
Però si observem la Figura 5.3 (a),  
sino or R  e r                  (Eq.  5.14) 
i aleshores (Eq. 5.13) es pot reescriure de la següent manera: 
sin sin( ) sin ( ) ( )o o o
R
R
        b e r e r r              (Eq.  5.15) 
Tornant a  la Figura 5.3, el vector a  és ortogonal a e i a b . Així: 
( ( )) ( ( ))a ao o
o
long long
R
       a e e r e e re r   (Eq.  5.16) 
Però, si un cop més ens fixem en la Figura 5.3 (b),  
)cos1(  Rlong a                  (Eq.  5.17) 
i així, (Eq. 5.16) es pot reescriure com: 
 
Fig. 5.3 Rotació tridimensional. (a) rotació sobre OC; (b) detall de la mateixa 
rotació 
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2
(1 cos ) ( ( )) (1 cos )( ( ))
(1 cos ) ( ( ))
o o
o
R
R
 


        
  
a e e r e e r
r 
       (Eq.  5.18) 
Substituint les noves definicions de a i b (equacions (Eq. 5.18) i (Eq. 5.15)) en (Eq. 
5.11), 
2
sin (1 cos )( ) ( ( ))n o o o o
 
 
           r r r r r r                   (Eq.  5.19) 
Però, per (Eq. 5.7) i (Eq. 5.8), es coneix que: 
( )o oS r r    (Eq.  5.20) 
i per tant, 
n oRr r    (Eq.  5.21) 
on  
 
2
sin (1 cos )( ) ( ) ( )
sin ( ) (1 cos ) ( ) ( )
R I S S S
I S S S
 
 
 
      
   e e e
  
                       (Eq.  5.22) 
i e és el vector unitari obtingut a partir del pseudo-vector   (veure (Eq. 5.9)).  
Una alternativa que ens serà de gran utilitat més endavant és treballar amb tríades locals. 
En primer lloc cal definir aquesta tríada local unitària tal i com es pot veure en la Figura 5.4, 
amb el vector 1i  com a eix principal de rotació. Per tant, es pot dir que 1i  actua com ho feia 
el vector e  anteriorment, és a dir: 
 1i                     (Eq.  5.23) 
Una possibilitat per a trobar els altres dos vectors que formen la tríada és: 
1 1
2
(2) (1), ,0T  
    
i ii                  (Eq.  5.24) 
1 1 1 1
3
(1) (3) (2) (3), ,T  
    
i i i ii                 (Eq.  5.25) 
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on 1(2)i , per exemple, fa referència a la segona component del vector 1i , i  
2 2 2
1 1(1) (2)  i i                      (Eq.  5.26) 
Els vectors unitaris 1 2 3, ,i i i , procedents de les equacions anteriors, satisfan les condicions 
d’ortogonalitat, és a dir, 1 2 1 3 2 3 0
T T T  i i i i i i . 
 
Pel teorema d’Euler, ara es pot rotar el vector 0r a través de l’eix principal 1i (veure Figura 
5.4), això és: 
0 0
1 0 0
' ' ' 0 cos sin '
0 sin cos
n R  
 
       
r r r                    (Eq.  5.27) 
 
Fig. 5.4 Rotació tridimensional emprant una tríada auxiliar local, i1-i3 
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on la prima indica que 'nr i 0 'r  estan expressats en coordenades locals ( 1 2 3, ,i i i ). En 
qualsevol cas, es pot transformar la matriu 'R de coordenades locals a coordenades globals 
mitjançant 
0 0' ' ' '
T
n R T R T r r r                            (Eq.  5.28) 
on, evidentment, el canvi de base fa necessari que  
 1 2 3, ,T  i i i                            (Eq.  5.29) 
Si (Eq. 5.23)-(Eq. 5.26) són substituïdes dins de (Eq. 5.29) i (Eq. 5.27) dins de (Eq. 5.28), la 
matriu rotacional 'R de (Eq. 5.28) es converteix en l’expressió obtinguda anteriorment en 
(Eq. 5.22). 
Hem fet servir el teorema d’Euler que diu que ‘si un sòlid rígid es fa girar fins a una nova 
posició a través d’un punt fix aleshores existeix només una línia que passa pel punt fix i que 
es manté invariada respecte al posició inicial’ (el vector unitari e ). Això vol dir que la matriu 
de rotació R fa rotar el vector e  sobre ell mateix. Com a conseqüència,  
( , ) ( ) 0R R   e e e                                        (Eq.  5.30) 
  és a dir, que e és un vector propi de R . 
5.4  Forma exponencial de la matriu rotacional 
La matriu rotacional de (Eq. 5.22) es pot expressar de forma exponencial com 
2 3( ) ( )exp( ( )) ( )
2! 3!
S SR S I S          (Eq.  5.31) 
Aquesta relació s’obté de l’expansió dels termes sin i cos de l’equació (Eq. 5.22): 

!5!3
sin
53    (Eq.  5.32a) 

!2
1cos
2                                      (Eq.  5.32b) 
i fent ús de les següents relacions: 
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2 1 1 2( 1)
2 1 2( 1) 2
( ) ( 1) ( )
( ) ( 1) ( )
n n n
n n n
S S
S S


  
 
 
 
 
    (Eq.  5.33) 
Aquesta manera de representar la matriu rotacional permet obtenir diferents nivells de 
precisió depenent del nombre de sumands que s’agafin de l’equació (Eq. 5.31), anomenat 
ordre depenent del grau màxim que apareix en l’expressió. 
5.5  Formes alternatives per a la matriu rotacional 
Particularment, si es té la intenció de composar rotacions, pot ser útil reexpressar (Eq. 5.22) 
d’una manera lleugerament diferent, que implica un canvi de forma del pseudo-vector. Com 
a exemple, en comptes d’emprar  , es treballarà amb el pseudo-vector tangent  , on: 
2 tan( / 2)2 tan( / 2)     e e    (Eq.  5.34) 
i té components que es coneixen com a paràmetres Rodrigues [2]. 
La substitució de (Eq. 5.34) dins de (Eq. 5.22) dóna: 
21
21
4
1 ( ) ( )
1 T
R I S S          (Eq.  5.35) 
on ( )S   és de la mateixa forma que ( )S   (veure (Eq. 5.8)). Hom notarà que el pseudo-
vector  , de l’equació (Eq. 5.34), esdevé infinit quan º180 (i múltiples d’aquest angle) 
mentre, simultàniament, R esdevé singular. Rankin and Brogan [2] donen una alternativa 
per a que R  no esdevingui singular. Amb aquest fi, Rankin and Brogan substitueixen (Eq. 
5.34) per el que s’anomenarà pseudo-vector sinus  : 
2 s in ( / 2 )2 s in ( / 2 )     e e              (Eq.  5.36)  
que substituït dins de (Eq. 5.22), 
1 / 2 21 1
4 2(1 ) ( ) ( )
TR I S S                    (Eq.  5.37) 
on  ( )S  és de la mateixa forma que ( )S   (veure (Eq. 5.8)). De les equacions (Eq. 5.34) i 
(Eq. 5.36), la relacions entre els pseudo-vectors   i   són:  
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1 / 21
4
1 / 21
4
(1 )
[1 ]
T
T


 
 
   
      (Eq.  5.38) 
5.6  Aproximacions per a la matriu rotacional 
L’aproximació de menor ordre (la més senzilla, prenent només els termes d’ordre 1) de  R  
és [ ( )]I S   (Veure (Eq. 5.5)). Una millor aproximació es pot obtenir substituint )sin( per 
 , i )cos( per 2211  , en (5.22). El resultat és: 
21
2( ) ( )R I S S      (Eq.  5.39) 
Aïllant  de l’equació (Eq. 5.34) i mitjançant les sèries de Taylor 


 
1602422
tan
2
53
1    (Eq.  5.40) 
d’on l’angle   és: 

8012
53    (Eq.  5.41) 
i  és una bona aproximació de   per a angles superiors a 30º, i en conseqüència ( )S  és 
una bona aproximació de ( )S  . Aplicant-ho a (Eq. 5.35): 
21
21
4
1 ( ) ( )
1 T
R I S S          (Eq.  5.42) 
que és una millor aproximació a (Eq. 5.22) que (Eq. 5.39) i en canvi, a diferència de (Eq. 
5.22), no necessita funcions trigonomètriques. 
5.7  Rotacions combinades 
En un anàlisis no lineal d’elements barra, es pot tenir: 
0 1 2 3{ , , }
T                    (Eq.  5.43)  
amb el qual, com ja s’ha vist, 
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( ) oR1r r   (Eq.  5.44) 
seguit d’una rotació incremental,  
1 2 3{ , , }
T          (Eq.  5.45) 
del que en resulta:  
1( )n R  r r                             (Eq.  5.46) 
on  ( )R   es pot obtenir a partir de (Eq. 5.22) i aleshores ,substituint 1r , tenim: 
0( ) ( )n R R  r r                  (Eq.  5.47) 
Cal emfatitzar el fet que el pseudo-vector   que apareix en (Eq. 5.45) no és additiu amb 
 fins que no es té que   tendeix a zero. Aquest punt es detalla posteriorment en 
l’apartat 5.11. 
Una rotació combinada més general inclou: 
1 1( ) oRr r ;  2 2 1( )Rr r   (Eq.  5.48) 
que composant-ho, 
2 2 1( ) ( ) oR Rr r                  (Eq.  5.49) 
on s’està fent servir un pseudo-vector sinus  en comptes de  .  
En particular, es poden salvar les acumulacions dels girs i l’ordre d’aquests si es canvia 
(Eq. 5.49) per l’equació equivalent següent: 
2 1 2 1 2( ) oRr r   (Eq.  5.50) 
on  1 2 és el pseudo-vector resultant d’aplicar 1 seguit de 2 . Usant (Eq. 5.35) per a 
( )R  , es demostra que: 
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1
1 2 1 22
1 2 1
1 241
T
   
        (Eq.  5.51) 
Alternativament, si  (veure (Eq. 5.36)) s’empra com a pseudo-vector tangent, substituint 
(Eq. 5.38) dins de (Eq. 5.51), seguit d’algunes manipulacions algebraiques, s’obté: 
1 / 21
1 2 2 2 14
1 / 21 1
1 1 2 1 24 2
( (1 )
(1 )
T
T
   
   
   
       (Eq.  5.52) 
on el signe ve donat per: 
1 / 2 1 / 21 1 1
2 2 1 1 1 24 4 4(1 ) (1 )
T T T                    (Eq.  5.53) 
Pensant en passos posteriors sobre quaternions normalitzats o paràmetres d’Euler, (apartat 
5.9) és interessant donar un cop d’ull a la forma bidimensional (Eq. 5.49), que inclou una 
rotació sobre eixos fixes. En aquest cas, de (Eq. 5.36),  
 1 12 s in / 2 ;    2 22 s in / 2   (Eq.  5.54) 
i així, (Eq. 5.52) pren la següent forma: 
1 2
1 2
1 2 2 1
2 s in
2
2 ( ( / 2 ) s in ( / 2 ) ( / 2 ) s in ( / 2 ) )c c
 
   
    
  

 (Eq.  5.55) 
  amb 
2/1
1
2
1 )sin1()(  c   (Eq.  5.56) 
i amb el signe donat per:  
)2/sin()2/sin()2/()2/(
2 2121
21  

  ccc  (Eq.  5.57) 
En aquestes equacions, s’ha fet servir la terminologia  )(c i no )cos(  ja que així es 
perd el signe d’aquest. Això condueix a la introducció de signes alternatius en (Eq. 5.52) i 
(Eq. 5.55). Val a dir que, com a mínim per a els casos bidimensionals, el procediment 
proposat només és vàlid quan º18021   . Altrament, si es vol treballar amb 
)2/sin(  i )2/cos(  en (Eq. 5.55), substituint )2/(c per )2/cos(  i 
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eliminant el ‘  ’ funcionarà però sense tenir en compte en quin quadrant s’està treballant. 
En l’apartat 5.9 es seguirà desenvolupant aquest punt degut a l’estreta relació amb els 
paràmetres d’Euler. 
5.8  Obtenció de quaternions normalitzats a partir de la matriu 
rotacional 
Partint de l’equació (Eq. 5.22), la part antisimètrica de la matriu R ve donada per  
1
2
s in( ) s in ( ) ( )a TR R R S S    e              (Eq.  5.58) 
 igualtat a partir de la qual, coneixent la matriu S (veure (Eq. 5.8)), e o  es poden 
obtenir mitjançant 
3 2 2 3
1 3 3 1
2 1 1 2
s in 1s in
2
R R
R R
R R
 
       
e    (Eq.  5.59)  
Aquesta equació es pot usar sempre que  0 . En l’apartat 5.10 es trobarà un  
procediment més generalitzat. 
Si s’adopta l’aproximació de (Eq. 5.39) per a R , la matriu no simètrica ( )S  es pot 
obtenir de manera senzilla com   
1
2( ) ( )
a TS R R R                  (Eq.  5.60)  
que coincideix amb (Eq. 5.58) si s in ( )  . 
Usant l’aproximació de (Eq. 5.42), la part de la matriu R en qüestió ve donada per  
1
2 1
4
( )[ ]
1
a T
T
SR R R   

                (Eq.  5.61) 
Prenent ara només la diagonal a banda i banda de l’equació (Eq. 5.61),  
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1
4
41
1 ( )
T
T r R
                                          (Eq.  5.62) 
on )( RTr és la traça de R , que equival a: 
332211)( RRRRTr                                        (Eq.  5.63) 
De (Eq. 5.61) i (Eq. 5.62), es pot obtenir una aproximació molt més acurada de ( )S  que 
la de (Eq. 5.60): 
4 2 ( )( )
1 ( ) 1 ( )
a TR R RS
T r R T r R
                 (Eq.  5.64) 
5.9  Quaternions i paràmetres d’Euler 
En les seccions 5.5 i 5.7, s’indicaven algunes limitacions que provenen de l’ús de pseudo-
vectors. Com les actualitzacions dels pseudo-vectors, que associades al pseudo-vector 
sinus  (Eq. 5.36) té certs avantatges, però la solució no és única per a angles superiors a 
180º. 
Aquest problema, com ja s’ha comentat en l’apartat 5.7, es pot resoldre en situacions 
bidimensionals treballant amb )2/sin(  i )2/cos(  . Es pot adoptar una solució 
similar per a treballar amb tres dimensions amb l’inconvenient que ara necessitem definir 
quatre paràmetres (quaternions normalitzats o paràmetre d’Euler), a diferència dels tres 
que composen els pseudo-vectors emprats fins ara. 
Per a iniciar el desenvolupament del concepte, es pot partir del resultats de la secció 5.7; es 
pot reexpressar l’equació (Eq. 5.22) usant ‘mitjos angles’: 
2 2
2
( c o s ( / 2 ) s in ( / 2 ) )
2 c o s ( / 2 ) s in ( / 2 ) ( ) 2 s in ( / 2 ) T
R I
S
 
  
  
 e e e  (Eq.  5.65) 
L’equació (Eq. 5.65) provinent de (Eq. 5.22), no només es genera emprant els ‘mitjos 
angles’ sinó que també s’ha aplicat la següent relació (fàcilment demostrable amb l’ajuda 
de l’apartat 5.8): 
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2( ) ( ) ( ) TS S S I  e e e e e   (Eq.  5.66) 
 Tot seguit es defineix un quaternió unitari usant quatre paràmetres d’Euler, 0 1 2, ,q q q i 
3q , això és: 
0
ˆ c o s ( / 2 ) s in ( / 2 )
s in ( / 2 ) / 2
c o s ( / 2 ) c o s ( / 2 )
q
 

 
      
          
q
q e
e    (Eq.  5.67) 
on  és el pseudo-vector sinus de l’equació (Eq. 5.36). El mòdul de qˆ és clarament unitari 
complint-se sempre que 
2 2 2 2
0 1 2 3ˆ ˆ 1
T q q q q    q q   (Eq.  5.68) 
Tornant a l’exemple bidimensional de la l’apartat 5.7, cal remarcar que (Eq. 5.67) ara conté 
explícitament el requerit  c o s ( / 2 ) . Substituint (Eq. 5.67) dins de (Eq. 5.65) obtenim la 
següent relació: 












2/1
2/1
2/1
2
2
3
2
001230213
0132
2
2
2
00312
02310321
2
1
2
0
qqqqqqqqqq
qqqqqqqqqq
qqqqqqqqqq
R           (Eq.  5.69) 
equació que es pot reescriure com 
2
0 0( ) 2 2 ( )
T TR q I q S   q q q q q     (Eq.  5.70) 
La composició rotacional que fins ara s’havia representat per (Eq. 5.51) o (Eq. 5.52), ara ve 
donada per 
1 2 2 1ˆ ˆ ˆq q q                   (Eq.  5.71) 
on 2 1ˆ ˆq q és el producte de quaternions, calculat de la següent forma: 
0 0 0 0
Ta b a b     b a a b b a a b               (Eq.  5.72) 
el qual no és commutatiu; doncs el producte en ordre invers és 
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0 0 0 0
Ta b a b     a b a b b a a b              (Eq.  5.73) 
Així doncs, existeix gran similitud entre les relacions (Eq. 5.71) i les actualitzacions per a els 
pseudo-vectors en (Eq. 5.52) i (Eq. 5.53); la diferència, però, recau en que (Eq. 5.71) és 
vàlida per a qualsevol angle. 
5.10 Obtenció dels quaternions normalitzats a partir de la 
matriu rotacional 
En l’apartat 5.8 ja s’ha explicat el càlcul de pseudo-vectors a partir de la matriu rotacional. 
En aquest es desenvoluparà el càlcul dels paràmetres d’Euler, 210 ,, qqq i 3q , com a 
forma més genèrica i útil que els pseudo-vectors anteriors. 
Tal procediment es pot aconseguir a partir de manipulacions algebraiques de les 
components de la matriu R com s’expressa en (Eq. 5.69). L’algoritme de Spurrier [2], que 
és el que s’emprarà, es pot recollir de la següent forma: 
Es defineix la variable a com 
),,),(max( 332211 RRRRTra    (Eq.  5.74) 
i aleshores,  es defineixen els valors dels paràmetre d’Euler en funció del valor de a . Els 
casos possibles són quatre, però es poden expressar com a dos casos (amb la variant del 
subíndex de R , iiR ). 
332211)( RRRRTraSi    (Eq.  5.75) 
2/1
2
1
0 )1( aq                (Eq.  5.76a) 
04/)( qRRq jkkji    (Eq.  5.76b) 
on  kji ,, prenen cíclicament els valors 1,2 ,3 
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iiRaSi    (Eq.  5.77) 
2/1
4
1
2
1 )))(1(( rTraq i    (Eq.  5.78a) 
ijkkj qRRq /)(410    (Eq.  5.78b) 
iillil qRRq /)(41    (Eq.  5.78c) 
on kjl ,   
Tenint present la definició de 210 ,, qqq i 3q en (Eq. 5.67), es pot observar el 
paral·lelisme entre les equacions (Eq. 5.76) i (Eq. 5.59) de l’apartat 5.8. Un cop obtinguts 
els paràmetres d’Euler, per a rotacions inferiors a 180º, el pseudo-vector tangent de (Eq. 
5.34) es pot obtenir a partir de (Eq. 5.67) com: 
0
22 ta n
2 q
     e q   (Eq.  5.79) 
5.11  Increments rotacionals additius i no additius 
En l’apartat 5.7 ja s’han tractat les rotacions compostes, i s’ha vist que les components d’un 
pseudo-vector no es poden sumar sempre de forma senzilla (vectorial).  Aquest apartat 
pretén demostrar que si el canvi, o increment, de la segona rotació (de la hipotètica 
combinació de dues rotacions) és petit, la suma es pot realitzar de forma vectorial i també 
establir la relació entre els canvis additius i els no additius. 
Suposant que després de fer la rotació 0n Rr r , nr torna a ser girat fins a la nova 
posició n nr degut a una segona petita rotació, que considerem un pseudo-vector no 
additiu,   (on el ‘guió alt’ s’ha afegit per a emfatitzar que   no es pot sumar a  . De 
la mateixa manera   no coincideix amb el canvi o increment  ). La matriu rotacional 
associada amb el nou canvi és (veure (Eq. 5.5)): 
( ) [ ( ) ]R I S      (Eq.  5.80) 
De l’equació (5.44), 
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0
0 0
( ) ( ) ( )
[ ( ) ] ( ) ( )
n n n
a
R R R
I S R R
 
 
  
   
r r r
r r
  
      (Eq.  5.81a) 
on l’últim terme de l’equació inclou el pseudo-vector additiu, a  . 
D’aquesta equació se’n dedueix també  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R R R R R S R            (Eq.  5.81b) 
és  a dir, 
( )R S R                  (Eq.  5.81c) 
relació que serà útil més endavant. 
 Tot seguit usarem l’equació (Eq. 5.51), on 1 es substitueix pel pseudo-vector tangent de 
 (veure (Eq. 5.34), i 2 pel pseudo-vector tangent de  que, amb   prou petit és 
igual a  i 1 2 a a  (on el subíndex  ‘ a ’ indica additivitat). 
1 1
4 4
1
2
( ) ( )T Ta a   
 
   
   
       
      (Eq.  5.82) 
com que   i a  tendeixen a zero, es pot negligir l’últim terme de la banda esquerra de 
la igualtat. A més, les components  s’anul·len. El resultat un cop aïllat a  és:   
 1 12 4 Ta                                               (Eq.  5.83)  
Els termes de a  s’han obtingut per diferenciació de (Eq. 5.34) mitjançant: 
2 ta n ( / 2 ) 1
s in
T
a aI
   
        e e              (Eq.  5.84) 
on e és el vector unitari obtingut a partir de  (veure (Eq. 5.9) i (Eq. 5.10)). 
L’equació (Eq. 5.83) es pot reexpressar com  
11 1
2 4[ ( ) ] ( )
T
a I S C                       (Eq.  5.85) 
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Usant la relació: 
( ) ( ) ( )T TS S I a b b a a b   (Eq.  5.86) 
Les inverses de les equacions (Eq. 4.83) i (Eq. 4.85) es pot demostrar de forma senzilla 
que són respectivament 
1
21
4
1 ( )
1 a aT
           (Eq.  5.87) 
1
21
4
1 [ ( ) ] ( )
1 a aT
I S C           (Eq.  5.88) 
Substituint (Eq. 5.84) dins de (Eq. 5.88) s’obté la següent relació entre els canvis pseudo-
vectorials no additius,    , i els additius, a  : 
( ) aH      (Eq.  5.89) 
on: 
2
2
s in 1 s in 1 s in ( / 2 )( ) 1 ( )
2 ( / 2 )
TH I S     
             
       (Eq.  5.90) 
De l’equació (Eq. 5.90), ( )H  equival a la matriu identitat quan  tendeix a zero. És en 
tals circumstàncies quan podem afirmar que    és igual a a  .   
Per a obtenir la inversa de (Eq. 5.90), primer cal trobar la inversa de (Eq. 5.84) usant la 
relació: 
1[ ]
1
T TI I  
      e e e e   (Eq.  5.91) 
on e és un vector unitari. Tal procés ens dóna: 
s inc o t 1
2 2
T
a aI
   
              e e              (Eq.  5.92) 
Substituint ara (Eq. 5.85) dins de (Eq. 5.92) es pot obtenir una relació directa entre a   i 
  : 
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1( )a H      (Eq.  5.93) 
 on: 
1
2( ) c o t 1 c o t ( / 2 )2 2 2 2
T
H I S    
                      
    (Eq.  5.94) 
i la forma derivada de l’equació anterior és: 
 
 
2
2 2
2
2 2
2
s in s in( ) c o s 1 .
s in. 3 c o s 2 .
s in s in2. ( )
22
s in 21 ( )2
2
T
a
T T
a a a
TT
a
a
H I
S
S

     
     
 
 


            
          
                  
      
 
     
   

          (Eq.  5.95) 
però que es simplifica moltíssim quan 0 donant: 
1
20
( ) ( )aH S                               (Eq.  5.96) 
5.12  La derivada de la matriu rotacional 
Per a obtenir ( )R R   , que es representarà com ( )aR R    per a 
emfatitzar que el terme   és additiu a  , es pot partir de la diferenciació de  (Eq. 5.22). 
Altrament, es poden emprar les relacions de l’apartat anterior per a trobar la relació entre  
( )aR   i   . Adoptant la segona opció,  es pot usar (Eq. 5.81a) per a obtenir: 
0
0
( ) [ ( ) ( ) ]
[ ( ) ( ) ]
n n n n n a
T
a n
S R R
R R R
   

      
  
r r r r r
r
  
    (Eq.  5.97a) 
o també: 
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0
0
( ) [ ( ) ( ) ]
( )
T
n a n
T
a n
S R R R
R R
 
 
   

r r
r
   
           (Eq.  5.97b) 
que mostra com TRR és la matriu no simètrica ( )S   . Tal afirmació es pot provar de 
forma ràpida amb una diferenciació de la relació IRR T  de la qual: 
TTTT RRRRRR )(                (Eq.  5.98) 
De (Eq. 5.97b) i fent ús de (Eq. 5.87) per a   , 
1
21
4
1 1
2 21
4
( ) ( ) ( )
1 [ ( ) ( ) ]
1
1 [ ( ) ]
1
T
a
a aT
T T
a a aT
R R S
S S
S
  
 
  
 
   
  
  
   
     
 (Eq.  5.99) 
on, en la última expressió de (Eq. 5.99), s’ha fet ús de la relació següent: 
( ) T TS   a b b a a b   (Eq.  5.100) 
Amb l’ajuda de (Eq. 5.86), l’equació (Eq. 5.99) es pot reescriure com: 
1 1
2 21
4
( ) ( ) ( )
1 [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]
1
T
a
a a aT
R R S
S S S S S
  
  
 
  
  
     
 (Eq.  5.101) 
5.13  Rotació d’una tríada 
En el proper capítol serà necessari rotar una tríada unitària sobre una altra tríada unitària de 
tal manera que un dels vectors originals unitaris és rotat sobre un altre vector unitari 
conegut per mitjà d’una petita rotació; d’aquesta manera s’aconsegueix actualitzar les 
tríades locals dels elements. En relació a la Figura 5.3, aquesta rotació serà tal que el seu 
eix (donat pel vector unitari e ) és ortogonal al vector original 0r , i al vector final nr . 
Observant la Figura 5.3 i l’equació (Eq. 5.22), es pot dir que, en les circumstàncies 
esmentades: 
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0
0
n
n
    
r re
r r
   (Eq.  5.102) 
on  
0c o s
T
n  r r   (Eq.  5.103a) 
0
s in 
 r r    (Eq.  5.103b) 
Les equacions (Eq. 5.102) i (Eq. 5.103) es poden usar junt amb (Eq. 5.22) per a donar: 
2
0 0 0
0
1( , ) ( ) ( )
(1 )n n nT n
R I S S
       
r r r r r r
r r
 (Eq.  5.104) 
que, amb l’ajuda de (Eq. 5.86) es por reescriure de forma alternativa com: 
0 0 0 0 0
0
1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1 )
T T
n n n n nT
n
R I S
        
r r r r r r r r r r
r r
 (Eq.  5.105) 
Suposant ara que es té una tríada inicial 1 2 3[ , , ]P  p p p que es desitja rotar fins a 
una nova tríada unitària 1 2 3[ , , ]Q  q q q  tal que el vector 2p és rotat fins a 2q a 
través d’un eix que és ortogonal als dos. Fent servir (Eq. 5.104) amb 0 2r p i 2n r q , 
i amb l’ajuda de la relació: 
( ) ( ) ( ) ( )T TS b     a b a b c a c b c a   (Eq.  5.106) 
s’obté el resultat desitjat; que 2 2 2 2( , )Rq p q p mentre: 
1
1 1 2 2
2
( )
1
b
b
  q p p q   (Eq.  5.107a) 
3
3 3 2 2
2
( )
1
b
b
  q p p q            (Eq.  5.107b) 
on  
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2 ; 1, 2 , 3
T
k kb k p q   (Eq.  5.108) 
 En el capítol següent es treballa amb elements barra i les rotacions entre dues tríades són 
moderades. Sota aquestes circumstàncies, és útil aproximar les equacions (Eq. 5.107) a: 
1
1 1 2 2( )2
b  q p p q                       (Eq.  5.109a) 
3
3 3 2 2( )2
b  q p p q   (Eq.  5.109b) 
 que es poden obtenir també geomètricament per ‘la regla del punt mig’ (Veure Figura 5.5). 
Com a resultat de l’aproximació, la tríada 1 2 3[ , , ]Q  q q q no és exactament ortogonal. 
En particular,  
1
1 2 1 2 2 22 (1 )
T T T q q p q p q   (Eq.  5.110) 
 
Si les tríades són raonablement properes, aquesta quantitat serà molt petita, mentre que 
usant (Eq. 5.109), es pot demostrar que 1 3
Tq q serà encara més petita. En el cas particular 
en que 3 3p q , l’equació (5.109a) es pot il·lustrar gràficament com es veu en la Figura 
5.5. Amb un angle entre 2p i 2q de 30º, l’error que es comet per l’aproximació és d’una 
 
Fig. 5.5  Il·lustració de l’equació (Eq. 5.109a) per a el cas especial 3 3p q  
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variació de 1,9º en la ortogonalitat de la tríada calculada mitjançant (Eq. 5.110). Per a 
angles de 15º, l’error es redueix fins a 0,25º.   
 5.14  Expressió per a la curvatura emprant triades nodals 
En aquest apartat  es desenvolupa la manera d’obtenir la curvatura apropiada per a la 
formulació d’elements barra tridimensionals co-rotacionals,  expressions que seran 
necessàries en el capítol 6. 
La Figura 5.6 mostra un element barra  amb una tríada nodal T en el seu node esquerre 
(node A), i una tríada U en el dret (node B). En la  figura també es pot observar una 
tercera tríada E, que representa les coordenades locals de l’element. 
En relació a la Figura 5.6, es poden fer servir les equacions (Eq. 5.31) i (Eq. 5.47) per a 
obtenir la rotació entre les tríades T i  U com: 
  e x p TgS U T    (Eq.  5.111) 
 
Fent servir l’aproximació de (Eq. 5.60) 
 
Fig. 5.6  Tríades nodals U i T, i tríada elemental E 
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  2
T T
g
U T T US     (Eq.  5.112) 
on el pseudo-vector g   es podria aïllar. Si treballem sota la hipòtesi que la curvatura és 
constant, aleshores: 
       e x pe x p Tgg g S U TR S l l     (Eq.  5.113) 
on 
   2
T T
g
U T T US
l
               (Eq. 5.114) 
I per tant, el vector de curvatura global és 
g
g l
                           (Eq. 5.115) 
Si la tríada E defineix la base local de l’element, aleshores,  l , vector de curvatura local, 
vindrà donat per 
gT T l
l gE E l l
                   (Eq. 5.116) 
Per a el seu ús més endavant, es pot transformar directament   gS   a coordenades 
locals, és a dir, emprant  (Eq. 5.112): 
   1 2
T T T T
T
l g
E U T E E T U ES E S E
l l
              (Eq. 5.117) 
Un procediment alternatiu, que es farà servir en l’apartat 6.1, troba primerament la rotació 
global des de U fins a E com 
  2
T T
g B
U E E US     (Eq.  5.118) 
i tot seguit la rotació global des de E fins a T com 
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  2
T T
g A
T E E TS     (Eq.  5.119) 
on les rotacions locals respecte la tríada E vénen donades per 
    2
T T
T
lB g B
E U U ES E S E                (Eq.  5.120) 
i 
    2
T T
T
lA g A
E T T ES E S E                (Eq.  5.121) 
Un cop obtinguts lB i lA , assumint una curvatura constant, l es pot expressar ara 
com 
 1l lB lAl                      (Eq.  5.122) 
En relació a (Eq. 5.22) també s’obté (fent servir (Eq. 5.20) i (Eq. 5.21)): 
      
 
1
1
2
l lB lA
T T T T
S S S
l
E U U E E T T E
l
  
   
  
              (Eq. 5.123) 
Com que la diferència (de rotació) entre les dues tríades és petita, podem dir que la rotació 
des de T fins a U és la suma de les rotacions de T a E i de E a U : 
TTT ETUEUT                    (Eq.  5.124) 
Havent fet servir (Eq. 5.120) i (Eq. 5.121) per obtenir lB i lA , no hi ha cap necessitat 
d’assumir una curvatura constant al llarg de tot l’element, en comptes d’això un pot fer 
servir aquestes rotacions locals per a definir el que s’anomenaria la curvatura lineal de 
l’element co-rotacional. 
Els resultats extrets a partir de (Eq. 5.120) i (Eq. 5.121) han requerit l’aproximació en (Eq. 
5.118) i (Eq. 5.119). En particular, (Eq. 5.118) s’ha fet servir per a obtenir la matriu no 
simètrica  g BS   a partir de la matriu rotacional TUE . En canvi, es pot expressar 
TUE respecte la base local E  com 
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1 1 1 2 1 3
2 1 2 2 2 3
3 1 3 2 3 3
1( )
2
T T T
T T T T T T
lB
T T T
R E U E E E U
        
e u e u e u
e u e u e u
e u e u e u
          (Eq.  5.125) 
Aleshores es pot obtenir  lBS   a partir de lBR . Pera obtenir  lAS  cal procedir de 
la mateixa manera partint de (Eq. 5.121) i (Eq. 5.119). Si es fa servir l’aproximació de (Eq. 
5.60) per a obtenir la matriu no simètrica (i així el pseudo-vector) de la matriu rotacional, 
això afectaria al resultat anterior. No obstant, es podria fer servir l’expressió exacta de (Eq. 
5.59): 
 
1 3 2 2 3
2 1 3 3 1
3 2 1 1 2
s in
1s in s in
2
s in
T T
l
T T
lB l
T T
l

 

                
e u e u
e e u e u
e u e u
                    (Eq.  5.126) 
L’equació (Eq. 5.126) es pot obtenir de forma senzilla usant la geometria de la configuració 
de la Figura5.6. Si s’aproxima  sin   per   (Eq. 5.126) esdevé coherent amb (Eq. 5.20). 
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6. La co-rotació en elements barra tridimensionals 
En aquest capítol es determina com calcular els paràmetres elementals més importants per 
a implementar el mètode co-rotacional mitjançant l’aproximació de Rankin i Brogan [2]. Per 
a que els procediments siguin aplicables a l’element barra cal que aquest estigui definit per 
dos nodes i sis graus de llibertat en cada node. 
Els principals processos que s’expliquen són els necessaris per a la determinació dels 
desplaçaments generalitzats en la base local de l’element, l’actualització de les rotacions 
nodals i el càlcul de la matriu de connectivitat i la matriu de rigidesa tangent (tots ells termes 
elementals).  
La raó per la qual s’ha triat aquesta aproximació és perquè és la que empra ANSYS. 
Analitzant l’exposició del mètode que fa en el seu manual [3] juntament amb una 
investigació de les referències bibliogràfiques que cita, s’evidencia que el seu procediment 
de càlcul es basa en la co-rotació mitjançant l’aproximació de Rankin i Brogan, igual que el 
llibre que s’ha seleccionat per a implementar el mètode [2]. 
Com ja s’ha comentat a l’inici del capítol 5, aquells lectors que només estiguin interessats 
en  obtenir una noció global del mètode de la co-rotació poden anar directament a l’apartat 
6.5, on s’ha intentat sintetitzar l’anàlisi que tot seguit es començarà a desenvolupar.     
El procediment que es descriu segueix Rankin i Brogan [2]  en tot el referent al procediment 
co-rotacional de computació de l’element lineal , però difereix en altres punts; en particular, 
en la precisa definició de la base local de l’element i el càlcul de la matriu de rigidesa inicial 
(no considerada per Rankin i Brogan, però considerada en treballs posteriors per  Rankin 
[2] ). 
Inicialment s’assumeix que el comportament intern de l’element  és lineal  i que tota la no 
linealitat és introduïda a través de la tècnica de la co-rotació.  
La Figura 6.1 (a) mostra l’element de 2 nodes i 6 graus de llibertat  per node. Els graus de 
llibertat locals són 
1 1 2 2( , , , )
T T T T T
l l l l l  p d d                    (Eq.  6.1) 
on   
1 1 1 1( , , )
T
l l l lu v wd                  (Eq.  6.1a) 
i 
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1 1 2 3( , , )
T
l l l l    (Eq.  6.1b) 
fan referència, respectivament, a les translacions (desplaçaments) i rotacions (girs) del 
node 1.  
Els desplaçaments 11 , ll vu  i 1lw  estan referenciats en la base local de l’element definida 
pels vectors unitaris 1 2,e e i 3e respectivament, on 1e  cau sobre el propi element barra, és a 
dir, en la direcció entre els dos nodes; la seva expressió genèrica és la següent: 
21 21
1
nl
 x de                     (Eq.  6.2) 
Fig. 6.1 Element barra tridimensional de 2 nodes. (a) geometria; (b)vectors base ‘actual’ 
i ‘inclinacions’ locals; (c) variables de rotació globals 
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On el subíndex ‘21’ significa , per exemple, 21 2 1 x x x (Veure Figura 5.1). El terme nl  és 
la longitud ‘nova’ entre el dos nodes de l’element un cop actualitzada la geometria amb els 
desplaçaments. La definició per als vectors 2e i 3e , els quals defineixen juntament amb 1e  
la tríada elemental local, s’especifiquen més endavant. 
El conveni de signes i orientació de les bases per a les variables de rotació local es pot 
veure, també, en la Figura 5.1(concretament 5.1(b)). Aquestes variables es poden ‘inclinar’ 
(com en un element Kirchhoff o Euler-Bernoulli) o rotar respecte la normal (com en un 
element Timoshenko). Tot el que ens cal és tenir accés a la matriu de rigidesa lineal, tlK , 
la qual ens donarà els esforços nodals locals, liq  a partir dels desplaçaments nodals locals, 
lp ; això és:  
li tl lKq p  (Eq.  6.3) 
(A la pràctica, com que sovint algunes de les variables locals són zero, no és necessari 
treballar amb tots els termes de la matriu tlK  i podem ‘reduir’ l’expressió anterior anul·lant 
certes files i columnes de la matriu). Amb la intenció d’aplicar l’aproximació co-rotacional, el 
primer que  cal és generar les variables locals, lp , a partir de les variables globals ( p  
sense subíndex ‘ l ’), i en segon lloc es necessita la relació  tangencial equivalent donada 
per: 
l F p p                     (Eq.  6.4) 
Igualant els treballs virtuals en el sistema de coordenades local i global, T Tli lv i v q p q p , 
s’obté el vector de forces internes global: 
T T
i li tl lF F K q q p                            (Eq.  6.5) 
i les següents equacions de rigidesa tangent 
T T T
i li li tl tF F F K F K       q q q p p                 (Eq.  6.6) 
6.1  Definició dels ‘desplaçaments i girs’ locals de l’element 
Es considera que la deformació axial ve definida completament pels esforços locals, 
produint una variació de la longitud de l’element que ve donada per la següent expressió:  
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1/ 2 1/ 2
21 21 21 21 21 21(( ) ( )) ( )
T T
l n ou l l     x d x d x x  (Eq.  6.7) 
Degut a que es referencia la co-rotació al node 1 i es calculen els girs del node 2 en base a 
el primer node, es pot dir que l’únic desplaçament existent és l’increment en la longitud de 
l’element barra: 
1 ( , , ) (0,0,0)
T
l l l lu v w d  (Eq.  6.8a) 
2 ( ,0,0)
T
l lud  (Eq.  6.8b) 
Pel que fa a les rotacions locals , es poden observar en la Figura 6.1(b) les dues tríades 
nodals que s’empren, 1, 2, 3[ ]T  t t t  i 1, 2, 3[ ]U  u u u  per als nodes 1 i 2 respectivament, així 
com la base local de l’element 1 2 3[ , , ]E  e e e . Si, de moment, es suposa que es coneixen 
aquestes tríades, basant-nos en l’apartat 5.14 i concretament el l’equació (Eq. 4.126), es 
poden representar les rotacions locals,en forma de les següents expressions: 
1 3 2 2 3
2 2 1 2 1
3 3 1 3 1
4 3 2 2 3
5 2 1 2 1
6 3
2sin( (4)) 2sin( )
2sin( (5)) 2sin( )
2sin( (6)) 2sin( )
2sin( (10)) 2sin( )
2sin( (11)) 2sin( )
2sin( (12)) 2sin( )
T T
l l
T T
l l
T T
l l
T T
l l
T T
l l
T
l l






   
   
   
   
   
  
p t e t e
p t e e t
p t e e t
p u e u e
p u e e u
p u e1 3 1
T e u
 (Eq.  6.9) 
En les equacions (Eq. 6.9) un terme tal com (6)lp  fa referència a l’escalar que ocupa la 
sisena posició del vector lp  (definit en (Eq. 6.1)). 
Anteriorment s’ha assumit que es coneixien les tríades UT , i E , però no s’ha explicat com 
es poden trobar. Tot seguit es detalla com calcular-les.  
En primer lloc es determina la tríada T , pertanyent al node 1. La configuració inicial per a 
aquesta tríada es pot obtenir de la geometria inicial, i posteriorment pot ser actualitzada fent 
servir la següent relació extreta de l’apartat 5.7 (equació (Eq. 5.47)). 
( ) exp ( )n o oT T T S T       (Eq.  6.10a) 
on oT  és la tríada vella (amb un pseudo-vector associat, o ) i ( )T   es pot calcular fent 
servir quaternions, que és el que s’ha emprat aquí. El vector   conté les tres 
components del pseudo-vector de rotacions per al node 1. Aquestes generalment són les 
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variables de l’element per a la iteració en curs i, durant tot el procés iteratiu no són additives 
(fins que no s’arriba al límit en que  tendeix a  , com es raona en l’apartat 5.11). Per 
tant, les variables  són ‘girs iteratius’. 
Per a calcular la tríada U , pertanyent al node 2, es pot fer servir una fórmula equivalent a 
la (Eq. 6.10); el raonament és el mateix. 
( ) exp ( )n o oU U T S U       (Eq.  6.10b) 
Per a completar la definició de les tríades, necessàries per a calcular les ‘inclinacions’ locals 
a partir de les equacions (Eq. 6.9), cal conèixer 1 2 3[ , , ]E  e e e . El senzill càlcul del vector 
unitari 1e  ja s’ha descrit anteriorment (Eq. 6.2). Tot seguit es descriu el procediment per a 
trobar els vectors 2e i 3e  . 
Amb la finalitat de calcular els vectors 2e  i 3e , es calcula primer la tríada R , que és la 
tríada intermitja entre U  i T : 
2m
R R T     
              (Eq.  6.11) 
on 
( ) TR UT   (Eq.  6.12) 
i   és el pseudo-vector associat a la rotació de la tríada U  vista des de la tríada T . Tot i 
que els pseudo-vectors no són additius,   sempre serà un valor prou petit, i així 
 / 2mR   es pot fer servir com una representació raonable de la rotació des de T  a la 
‘configuració mitja’ (o tríada E ). 
La matriu de rotació mitja, R , es fa rotar sobre el vector 1e , ja conegut, per a obtenir 2e  i 
3e . Amb aquesta finalitat, s’adopta ‘el procediment del punt mig’ (veure (Eq. 5.109) en 
l’apartat 5.13) que és vàlid per a moderades rotacions (aquí és la rotació entre les tríades 
R i E) 
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2 1
2 2 1 1( )2
T
  r ee r e r  (Eq.  6.13) 
3 1
3 3 1 1( )2
T
  r ee r e r  (Eq.  6.14) 
on 1 2 3[ , , ]R  r r r . 
 Es podria fer servir el procediment exacte de les equacions (Eq. 5.107), però aquest canvi 
condueix cap a una diferenciació més complicada quan es considera el treball virtual. No 
obstant, per a assegurar una exacta ortogonalitat de la tríada, es pot fer servir la forma 
exacta per a l’actualització actual i en canvi usar les equacions (Eq. 6.13) i (Eq. 6.14), més 
senzilles, per a avaluar el treball virtual i la matriu de rigidesa tangent. Val a dir que, quan 
les tensions són petites, la diferència entre les dues representacions dels vectors és 
negligible. En el nostre cas s’han emprat sempre les equacions (Eq. 6.13) i (Eq. 6.14).  
6.2  Càlcul de la matriu de connectivitat entre les variables 
locals i les globals  
Les variables de desplaçament global infinitesimal es poden expressar com  
1 2( , , , )
T T T T T      p d d  (Eq.  6.15) 
on les rotacions  i  , que s’indiquen en la Figura 6.1(c), són les components del pseudo-
vector necessari per a definir les tríades nodals T  i U  respectivament. En aquest 
subapartat es detalla el càlcul de la matriu de transformació F  que apareix en l’equació 
(Eq. 6.4) i que permet passar del desplaçament local, l p , de l’equació (Eq. 6.1) al 
global, p , de (Eq. 6.15). La matriu F de l’equació (Eq. 6.4) es representa com: 
1
2
12
T
T
T
F
        

f
f
f
 (Eq.  6.16) 
on, per exemple, 3
Tf és la tercera fila de la matriu F . Fixant-nos en les equacions (Eq. 6.1) 
i (Eq. 6.8) es pot deduir quines files de la matriu F  seran sempre nul·les: 
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1 2 3 8 9 0    f f f f f  (Eq.  6.17) 
La setena fila de la matriu F  conté la connexió entre lu  i els desplaçaments globals 
nodals i es pot obtenir a partir de l’expressió (Eq. 6.7), mentre que la resta de files de F  
s’obtenen amb les equacions (Eq. 6.9).  
Ja sigui a partir de l’equació (Eq. 6.7) o d’un simple raonament geomètric i aplicant les 
condicions de  (Eq. 5.8), s’obté que: 
1 1 21 7(7)
T T
lu     p e d f p  (Eq.  6.18) 
on  
7 1 1( ,0 , ,0 )
T T T T f e e  (Eq.  6.19) 
Per a calcular la resta de files de la matriu F no nul·les, és necessari obtenir expressions 
referents als girs de l’element , l , procedents de la diferenciació dels termes de (Eq. 6.9). 
Amb aquest fi es generen termes tals com 1 t ,obtinguts a partir de (Eq. 5.7) i (Eq. 5.8): 
( ) ( )i i i iS S         t t t t  (Eq.  6.20a) 
amb una expressió similar per a els corresponents i u del node 2 (veure figura 5.1) 
( ) ( )i i i iS S         u u u u  (Eq.  6.20b) 
on les matrius S  són no simètriques i s’han definit en l’equació (6.8). 
També és necessari conèixer les variacions de la base local de l’element, 1 2, e e  i 3 e . De 
la definició de 1e ( Eq. 6.2) i de lu i nl  (Eq. 6.7), 
21 21 21
1 212
( )
l
n n
u A
l l
    d x de d  (Eq.  6.21) 
on  
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1 1
1 T
n
A I
l
   e e  (Eq.  6.22) 
Per a obtenir 2 e  i 3 e ,cal emprar (Eq. 6.13) i (Eq. 6.14) de forma diferencial. Cal, doncs, 
la variació dels vectors unitaris 1 2,r r i 3r  que formen la tríada intermitja R ,que es calcula a 
partir de  (Eq. 6.11). De forma intuïtiva, el darrer es pot escriure com  
( )
2 2i i i
S S                
   r r r               (Eq.  6.23) 
Les següents equacions ((Eq. 6.24)-( Eq. 6.31)) pretenen justificar el pas intuïtiu de 
l’equació anterior. Essent més estrictes, la variació dels vectors ir  (subíndex i =2 i 3) 
implica 
 i iS  r r  (Eq.  6.24) 
on, fent servir (Eq. 5.97b) i (Eq. 6.11): 
( ) ( )( )T Tm mS RR R T R T                     (Eq.  5.25) 
L’expressió (Eq. 6.25) es pot expressar de forma desenvolupada com 
( ) ( )T T T T Tm m m m m m m mS R R R TT R R R R S R                          (Eq.  6.26) 
Assumint que el pseudo-vector de mR és raonablement petit, no hi ha diferència entre fer 
servir el pseudo-vector  o el pseudo-vector tangent   (veure (Eq. 5.34)) i així, per a els 
primers termes de la dreta de (Eq. 6.26), es pot fer servir (Eq. 5.101) (assumint també que 
4 1T   ) per a obtenir: 
1 1
4 4( ) ( ) ( ) ( )2
T
m mR R S S S S S
        
      (Eq.  6.27) 
amb el pseudo-vector (a partir de (Eq. 5.86) i (Eq. 5.100)): 
1 1
2 4                          (Eq.  6.28) 
El vector axial del segon terme de (Eq. 6.25) es pot escriure com 
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2m
R I S              
     (Eq.  6.29) 
on, en el límit, és raonable negligir els termes de major ordre, i així poder escriure el vector 
axial,  , com 
1 1 1
2 4 2( )                         (Eq.  6.30) 
L’eliminació dels termes de major ordre en (Eq. 6.30) es justifica no només amb que   és 
petit (diferència local després del canvi en la rotació del sòlid rígid), sinó amb que  ho és 
encara més. A més, els dos termes acostumen a estar força paral·lels, així al fer el 
producte creuat entre ells (proporcional al sinus de l’angle que formen) encara s’obté un 
valor més petit. 
Degut a que   és el pseudo-vector associat a la rotació entre les tríades T  i U , 
      i així  
1
2 ( )                       (Eq.  6.31) 
que combinat amb (Eq. 6.24) s’obté l’equació (Eq. 6.23) que volíem justificar. 
Usant (Eq. 6.21) per a 1 e  i (Eq. 6.23) per a i r  així com (Eq. 6.20a) per a i t  i 
l’equivalent per a i u ( Eq. 6.20b), es poden trobar les variacions de (Eq. 6.13) i (Eq. 6.14) 
com 
2 2
3 3
( )
( )
T
T
L
L
 
 


e r p
e r p
   (Eq.  6.32) 
on 
1 2 1 2( ) [ ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ]
T T T T T
i i i i iL L L L L r r r r r               (Eq.  6.33) 
1 1
1 1 12( ) ( )2
T
Ti
i iL A A  r er r e r                (Eq.  6.34) 
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 1 12 1 1 1 14
( )( ) ( ) ( ) ( )
2 4
T
Ti i
i i
SL S S   r r er r r e e r   (Eq.  6.35) 
Les variacions de les rotacions locals en (Eq. 6.9) es poden representar ara de la següent 
forma: 
1 4(4)
T
l l   p f p    (Eq.  6.36) 
on el vector 4f és la quarta fila de la matriu de transformació F  de l’equació (Eq. 6.4). Els 
vectors if associats amb aquestes rotacions locals venen donats per 
4 1 4 3 2 2 3 1
5 2 5 2 1 2
6 3 6 3 1 3
10 4 10 3 2 2 3 4
11 5 11
2cos( (4)) 2cos ( ) ( )
2cos( (5)) 2cos ( )
2cos( (6)) 2cos ( )
2cos( (10)) 2cos ( ) ( )
2cos( (11)) 2cos
l l4
l l5
l l6
l l10
l l11
L L
L
L
L L
L





   
  
  
   
 
f = p f f r t r t h
f = p f f r t h
f = p f f r t h
f = p f f r u r u h
f = p f f 2 1 5
12 6 12 3 1 6
( )
2cos( (12)) 2cos ( )l l11 L

  
r u h
f = p f f r u h
                     (Eq.  6.37) 
i on 
1 3 2 2 3
2 2 2 1 1 2 2
3 3 3 1 1 3 3
4 3 2 2 3
5 2 2 2 1 1 2
6
{0 , ( ( ) ( ) ) ,0 ,0 }
{( ) , ( ( ) ( ) ) , ( ) ,0 }
{( ) , ( ( ) ( ) ) , ( ) ,0 }
{0 ,0 ,0 , ( ( ) ( ) ) }
{( ) ,0 , ( ) , ( ( ) ( ) ) }
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T
S S
A S S A
A S S A
S s
A A S S
  
   
   
  
   
h t e t e
h t t e t e t
h t t e t e t
h u e u e
h u u u e u e
h 3 3 3 1 1 3{( ) ,0 , ( ) , ( ( ) ( ) ) }
T T T TA A S S   u u u e u e
 (Eq.  6.38) 
Un cop calculada la matriu F , el vector de forces internes global es pot calcular de manera 
senzilla a partir de (Eq. 6.5). 
6.3  La matriu de rigidesa tangent 
A partir de la forma diferencial de la expressió del vector de forces internes (Eq. 6.5) ja 
s’han obtingut les equacions de la rigidesa tangent (Eq. 6.6), això és: 
1( )i t t tK K K    q p p                 (Eq.  6.39) 
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on 
1( )i tl t tq K p K K p                    (Eq.  6.40) 
i 
12
1
( )Tt li li j
j
K F p j   

 p q q f  (Eq.  6.41) 
Degut a les condicions fixades per (Eq. 5.7), ( 1 2 3 8 9 0    f f f f f ), només s’han de 
tenir en compte les variacions dels vectors 4 5 6 7 10 11, , , , ,f f f f f f i 12f . 
Aquesta formulació ja preveu la utilització de la matriu de rigidesa geomètrica tK   
(equacions (Eq. 6.39) i (Eq. 6.41)) tot i que en aquest projecte no s’introduirà.  
Per a dur a terme els objectius prefixats no és necessari disposar de la matriu de rigidesa 
geomètrica (doncs no afecta als resultats finals si es discretitza l’estructura amb suficients 
elements) i, per altra banda, es preveu un futur projecte centrat en els modes de vinclament 
que guarda estreta relació amb aquesta matriu. És per això que la implementació de  
tK  formarà part de futures millores d’Estruwin 3D.  
Com que no es tindrà en compte tK  , la variable tK fa referència a la mateixa matriu que 
1tK  ja que 1t t tK K K   i ara tK   és nul·la. 
6.4  Implementació numèrica de l’actualització de les 
rotacions 
Les rotacions que cal actualitzar després de cada iteració són les representades mitjançant 
les dues triades nodals T i U , així com la tríada nodal mitjana, R , que depèn de la posició 
de les dues anteriors. 
Les equacions (Eq. 6.10a) i (Eq. 6.10b) descriuen la manera en que les triades nodals T i 
U  poden ser actualitzades. Seguint els arguments de la secció 5.9, la manera més 
recomanable per a portar-ho a terme és usant quaternions unitaris i els seus productes.  
Per al cas de T  (U es faria de forma anàloga) seria: 
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exp ( )n oT S T   (Eq.  6.10a) 
on sabem que exp ( )S  no és més que la forma exponencial de la matriu rotacional R  
(veure apartat 5.4). I aquesta matriu rotacional, expressada amb paràmetres d’Euler (veure 
apartat 5.9) és la següent: 
2 2
0 1 1 2 3 0 1 3 2 0
2 2
2 1 3 0 0 2 2 3 1 0
2 2
3 1 2 0 3 2 1 0 0 3
1 / 2
2 1 / 2
1 / 2
q q q q q q q q q q
R q q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q
               
 (Eq.  5.69) 
Així doncs, la nova tríada nT es pot trobar a partir de la vella oT realitzant el producte de 
matrius n oT RT . 
Per al càlcul de la ‘tríada nodal mitjana’, R de (Eq. 6.11), es pot adoptar el següent 
algorisme: 
1. Obtenir ( ) TR UT   (Eq. 6.12). 
2. Usar el mètode de la secció 5.10 (equacions(Eq. 5.74)-( Eq. 5.79)) per a obtenir el 
pseudo-vector  a partir de ( )R  . 
3. Obtenir   emprant (Eq. 5.34): 2 tan( / 2)2 tan( / 2)     e e  .   
4. Calcular 2  , que consisteix únicament en dividir entre dos les tres components  . 
5. Calcula ( 2)mR   a partir de (Eq. 5.34) i (Eq. 5.35).  
21
21
4
1( ( ) ( )
1m T
R I S S                           
6. Calcular R amb (Eq. 6.11), és a dir,  m nR R T    .   
L’apartat 6.5.4 il·lustra i exposa de forma senzilla els passos argumentats en aquest 
apartat.   
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6.5  Estructura del projecte 
Amb la intenció de resumir tots els punts que s’han desenvolupat fins ara en els capítols 4, 
5 i 6, i de situar-los en el lloc correcte, tot seguit es mostren una sèrie de diagrames i breus 
explicacions que comencen des de la vesant més global del programa i van essent cada 
cop més concises fins a tractar de forma clara els punts clau d’aquest capítol. 
6.5.1 Estructura global del projecte 
De manera anàloga a la majoria de programes de càlcul matricial de barres existents en el 
mercat, l’aplicació Estruwin 3D està composada per tres grans mòduls o subprogrames: el 
mòdul de preprocés, el mòdul de càlcul i el mòdul de postprocés [1]. La cronologia 
d’execució i els arxius implicats en el funcionament de la globalitat del programa es mostren 
en a la Figura 6.2. 
 
Mòdul de preprocés: El preprocés és el primer subprograma que s’executa. És on 
s’introdueix el model de l’estructura juntament les restriccions i sol·licitacions a què està 
sotmesa. Finalitzat el procés d’introducció de dades, aquestes es transfereixen al mòdul de 
càlcul per mitjà del fitxer seqüencial de text Data.geo. 
Mòdul de càlcul: El mòdul de càlcul adquireix les dades del model i obté la solució nodal 
del sistema modelitzat, constituïda pels desplaçaments i tensions nodals, que es 
transfereixen al postprocés mitjançant el fitxer DataRes.Res. 
Mòdul de postprocés: El mòdul de postprocés obté una solució a partir de la lectura de 
DataRes.res i Data.geo, calcula la solució interelemental a partir dels resultats nodals –en 
una sèrie de punts intermedis de les barres– i transmet a l’usuari els resultats obtinguts. La 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6.2  Diagrama global de l’estructura operativa de l’aplicació 
Mòdul de Preprocés 
Mòdul de Càlcul 
Mòdul de Postprocés 
Data.geo 
    Datares.res 
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representació directa és de forma gràfica, tot i que també s’ofereix la possibilitat de detallar 
els resultats en un fitxer de text. 
6.5.2 Estructura global del Mòdul de Càlcul 
 
El Mòdul de Càlcul se’n encarrega de resoldre l’estructura, és a dir, trobar la posició 
d’aquesta que equilibra la càrrega externa i determinar les tensions internes que pateix. Per 
a realitzar-ho comptem amb dos tipus d’anàlisi: realitzar un càlcul lineal o un càlcul no lineal. 
És per això que el primer que s’activa al iniciar-se el mòdul de càlcul és el menú amb les 
preferències de càlcul (Figura 6.3), on cal especificar el tipus de càlcul i el valor de 
determinats paràmetres de convergència necessaris per a efectuar el càlcul no lineal.  
La possibilitat d’efectuar un càlcul lineal no es desenvoluparà, doncs no ha format part del 
treball d’aquest projecte sinó d’anteriors [1], i ens centrarem en els passos que s’efectuen 
alhora de realitzar un càlcul no lineal: 
 
Fig. 6.3  Menú del Mòdul de càlcul, on l’usuari determina les condicions de càlcul i pot 
observar en tot moment l’estat de càrrega i la iteració en curs  
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Un cop determinats els valors desitjats dins del formulari de Mòdul de Càlcul (els quals són 
tractats de manera més amplia en el capítol 8) n’hi ha prou amb prémer CALCULAR per a 
que s’iniciï l’algorisme de càlcul mitjançant el mètode de Newton-Raphson Complert (Veure 
apartat 6.5.3).  
Durant tot aquest procés l’usuari estarà informat de l’estat de càrrega i la iteració en curs a 
través de finestra de text del Mòdul de Càlcul (Figura 6.4). Si es finalitza el càlcul amb èxit, 
serà notificat en la mateixa finestra i se li permetrà prémer el boto ACCEPTAR, que el 
conduirà al mòdul de postprocés. 
 
6.5.3 Algorisme de càlcul mitjançant el mètode de Newton-Raphson Complert 
El més interessant del Mòdul de càlcul és el que succeeix un cop l’usuari prem CALCULAR, 
i és per això que tot seguit es desenvolupa: 
Les dades d’entrada necessàries per a iniciar el càlcul són el fitxer de transferència 
Data.res (que inclou informació sobre la geometria, propietats dels materials i seccions i 
càrregues aplicades) i els paràmetres de convergència fixats en el Mòdul de Càlcul. Amb 
aquestes dades conegudes i guardades es pot procedir al càlcul de la següent manera: 
1. Es calcula quina és la càrrega externa aplicada en el primer estat de càrrega a partir 
dels Trams de càlcul incremental definits. Els següents estats de càrrega s’assoliran 
si l’anàlisi de convergència ho permet (Veure apartat 8.2). 
 
Fig. 6.4  Informació que apareix en la finestra de text del Mòdul de Càlcul                        
 per a  indicar que el càlcul s’ha realitzat amb èxit 
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2. En la primera iteració del primer estat de càrrega es realitza un càlcul lineal (càlcul 
que no es detalla per no allunyar-nos dels objectius). Així aconseguim un valor 
inicial de la variable desplaçament global  p per a cada element de l’estructura. 
Aquests dos primers punts només s’executen en la primera iteració del primer estat de 
càrrega i per tant no es considera que formin part del propi procés iteratiu; més aviat 
són part de la inicialització de les dades (motiu pel qual en el diagrama de la Figura 6.5 
es marquen amb una caixa discontinua). 
3. A partir de  p s’actualitza la “solució de l’element local”. Els resultats de sortida 
d’aquest procés (que es detalla en l’apartat 6.5.4) són, per a cada element, la seva 
Matriu de Rigidesa elemental global tK  i el vector de forces internes elemental 
global iq . 
4. El següent pas és ensamblar tK  i iq  de tots els elements; així podem tornar a 
treballar amb el conjunt de l’estructura. 
5. Calculem el vector de forces residuals (o forces pendents d’equilibrar) mitjançant  
PEND EXT INTF F F  . On EXTF  fa referència a la càrrega aplicada a l’estructura 
(passant pel tamís de l’estat de càrrega en curs) i INTF no és més que l’acoblament 
de tots els vectors de forces internes elementals iq . 
6. Anàlisi de convergència: Procediment que determina si cal seguir iterant dins l’estat 
de càrrega actual, assolir el següent estat de càrrega, avortar el càlcul o donar-lo 
per finalitzat satisfactòriament (Com es detalla en l’apartat 8.2). 
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6.5.4 Estratègia conjunta per a  la solució de l’element local 
Aquest apartat pretén ser la recopilació de tot el procés exposat en el capítol 6. Aquest 
procés té com a objectiu calcular el vector de forces internes, iq , i la matriu de rigidesa 
tangent, tK  ,a partir del canvi en una iteració de les variables de desplaçament global  p . 
Tots els passos per a poder dur a terme aquest procés s’enumeren i s’il·lustren a 
SOLUCIÓ 
ELEMENTAL  
LOCAL 
   iq     tK  
ENSAMBLATGE 
1er Estat de Càrrega 
INTF       K  
ANÀLISI DE 
CONVERGÈNCIA 
CÀLCUL FINALITZAT AMB ÈXIT O 
AVORTAT PER PROBLEMES DE 
CONVERGÈNCIA 
Procediments sobre 
tota l’estructura 
Nova iteració 
Càlcul lineal  p  
Procediments sobre cada 
element de l’estructura 
Fig. 6.5  Diagrama del mètode de Newton-Raphson Complert 
PEND EXT INTF F F   
ENSAMBLATGE 
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continuació, amb al intenció que el lector  pugui captar l’essència del mètode sense haver 
d’enfrontar-se a les deduccions matemàtiques anteriors.  
 
1. Actualitzar els desplaçaments translacionals mitjançant  n od d d   
Partint del vector global dels desplaçaments generalitzats 1 2( , , , )
T T T T Tp d d  , cal fixar-se 
en 1 2
T Td   di , que determinen respectivament la posició dels nodes 1 i 2 de l’element. A cada 
iteració cal actualitzar aquests desplaçaments afegint al seu valor 1 2
T T d   di , obtenint així 
les coordenades actualitzades dels nodes de l’element en la base global. 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6.6 Pas 1 
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2. Actualitzar les tríades nodals T i U (o els seus pseudo-vectors   i  ) usant   i 
  i el  procediment de l’apartat 6.4 
 
Si en el pas anterior hem actualitzat les components traslacionals de l’element, ara 
actualitzarem les rotacions patides per les seccions dels nodes, és a dir les components 
restants del vector global de desplaçaments generalitzats Tp : T  i T . 
3. Calcular la tríada R   
En aquest pas es pretén obtenir una tríada representativa de l’element, o ‘tríada nodal 
mitjana’ R , que ocupa la posició intermitja entre les tríades T i U (però que no és la base 
elemental de l’element). Per a trobar-la cal operar de la següent manera. 
En primer lloc trobem la rotació existent des de la tríada T fins a la U (prenent com a 
referència la tríada T). A la matriu resultant se l’anomena ( )R  i es calcula com 
( ) TR UT  . El pseudo-vector  que té associat representa la rotació existent entre les 
dues tríades projectada sobre els tres eixos de rotació globals. 
 
Fig. 6.7 Pas 2 
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Tot seguit, es calcula una matriu equivalent a ( )R   però canviant l’angle girat   per 
  . D’aquesta manera, si apliquem a la tríada  referència (Tríade T) aquesta nova rotació 
ens trobarem a ‘mig camí’ entre les dues tríades, havent aconseguit la nova tríada R . 
 
Els passos 2 i 3 estan desenvolupats en l’apartat 6.4, on s’inclouen les equacions que s’han 
implementat en l’aplicació. 
 
Fig. 6.9 Pas 3-2 
 
Fig. 6.8 Pas 3-1 
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4. Calcular el vector 1e amb l’equació (Eq. 6.2) 
El vector 1e  és el primer dels tres vectors que formaran la base local de l’element E. Aquest 
vector sempre ha de caure sobre la línia que uneix els dos orígens de les triades T i U. Per 
a calcular-lo n’hi ha prou amb conèixer les posicions nodals actualitzades de l’element i 
aplicar l’equació (Eq. 6.2)  
21 21
1
nl
 x de                     (Eq.  6.2) 
equació que es pot interpretar fàcilment observant la Figura 6.1.  
 
5. Calcular els vectors 2e i 3e   
Un cop determinat el vector 1e es pot trobar la resta de la tríada E amb l’ajuda de R . Les 
formules emprades són: 
2 1
2 2 1 1( )2
T
  r ee r e r  (Eq.  6.13) 
3 1
3 3 1 1( )2
T
  r ee r e r  (Eq.  6.14) 
on 1 2 3[ , , ]R  r r r . 
 
Fig. 6.10 Pas 4 
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Aquesta formulació no genera una tríada ortogonal perfecta, però per a tríades E i 
R semblants (que és el cas que es donarà sempre) la solució és força bona.  
6. Calcular les rotacions locals l (que equivalen a (4), (5), (6), (10), (11)l l l l lp p p p p  i    
(12)lp ) usant l’equació (Eq. 6.9) 
Un cop conegudes les dues triades nodals T i U , i la tríada local de l’element E, és fàcil 
determinar  les rotacions existents des de el centre de l’element fins a els seus dos 
extrems: 
1 3 2 2 3
2 2 1 2 1
3 3 1 3 1
4 3 2 2 3
5 2 1 2 1
6 3
2sin( (4)) 2sin( )
2sin( (5)) 2sin( )
2sin( (6)) 2sin( )
2sin( (10)) 2sin( )
2sin( (11)) 2sin( )
2sin( (12)) 2sin( )
T T
l l
T T
l l
T T
l l
T T
l l
T T
l l
T
l l






   
   
   
   
   
  
p t e t e
p t e e t
p t e e t
p u e u e
p u e e u
p u e1 3 1
T e u
      (Eq.6.9) 
 
Fig. 6.11 Pas 5 
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D’aquesta manera s’aconsegueix determinar les rotacions que pateix l’element des de la 
seva pròpia base elemental (com ho indica el subíndex “l”). Aquestes són les rotacions que 
provoquen forces i moments interns. 
7.  Calcular el nou desplaçament axial (7)l lu  p  
Quan s’observen els desplaçaments generalitzats d’un element des de una base solidària al 
propi element, les traslacions que aquest pateix no són detectades (doncs la base pateix 
els mateixos desplaçaments que el propi element). És per això que els desplaçaments 
locals seran nuls. Però si l’element pateix una allargament o escurçament sí que es pot 
detectar, de manera que, si això passa, es considerarà sempre que el node associat a la 
tríade T es manté quiet i que el node associat a U pateix un desplaçament sobre l’eix 
longitudinal de l’element ( 1e ). La magnitud d’aquest desplaçament es calcula a partir de 
l’increment en la longitud de l’element com indica l’equació (Eq. 6.7).  
l n ou l l                      (Eq.  6.7) 
 
Fig. 6.12 Pas 6 
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8. Un cop coneguts tots els desplaçaments locals... 
A partir  dels desplaçaments locals calculats en els dos passos anteriors (6 i 7) (on la resta 
de termes són zero) s’està en condicions de determinar la matriu de rigidesa elemental i el 
vector de forces internes: 
          a)Calcular la matriu de rigidesa tangent local tlK  
La matriu de rigidesa tangent local es calcula a partir de les condicions d’enllaç de 
l’element, del material definit  i de la secció. Tots aquests termes són constants durant tot el 
càlcul; la raó per la qual es recalcula cada cop dins d’aquest algorisme és perquè la matriu 
també depèn de la longitud de l’element, valor que, com s’ha vist, no té per què ser 
constant durant tot el càlcul. D’aquesta manera a cada iteració es té una matriu de rigidesa 
més precisa. Val a dir que l’usuari pot desactivar aquesta opció i treballar sempre amb la 
mateixa matriu de rigidesa local (tal i com s’especifica en l’apartat 8.3.2)   
          b)Calcular el vector de forces internes local liq  
Conegut el vector de desplaçaments locals lp i la matriu de rigidesa tangent local tlK  és 
senzill trobar el vector de forces internes local liq  com li tl lKq p . 
 
Fig. 6.13 Pas 7 
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9. Calcular la matriu de transformació F , tal que l F p p   
 
La matriu F és una matriu de canvi de base que ens permet passar els resultats obtinguts 
en la base elemental a la base global comú per a tots els elements (indispensable per a 
poder realitzar després l’ensamblament dels resultats de tots els elements).  
La matriu de connectivitat F té la següent forma  
 
Fig. 6.14 Pas 8 
 
Fig. 6.15 Pas 9 
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1
2
12
T
T
T
F
        

f
f
f
 (Eq.  6.16) 
i les equacions que ens permeten determinar cadascun dels vector fila Tif són 
4 1 4 3 2 2 3 1
5 2 5 2 1 2
6 3 6 3 1 3
10 4 10 3 2 2 3 4
11 5 11
2cos( (4)) 2cos ( ) ( )
2cos( (5)) 2cos ( )
2cos( (6)) 2cos ( )
2cos( (10)) 2cos ( ) ( )
2cos( (11)) 2cos
l l4
l l5
l l6
l l10
l l11
L L
L
L
L L
L





   
  
  
   
 
f = p f f r t r t h
f = p f f r t h
f = p f f r t h
f = p f f r u r u h
f = p f f 2 1 5
12 6 12 3 1 6
( )
2cos( (12)) 2cos ( )l l11 L

  
r u h
f = p f f r u h
                     (Eq.  6.37) 
i on 
1 3 2 2 3
2 2 2 1 1 2 2
3 3 3 1 1 3 3
4 3 2 2 3
5 2 2 2 1 1 2
6
{0 , ( ( ) ( ) ) ,0 ,0 }
{( ) , ( ( ) ( ) ) , ( ) ,0 }
{( ) , ( ( ) ( ) ) , ( ) ,0 }
{0 ,0 ,0 , ( ( ) ( ) ) }
{( ) ,0 , ( ) , ( ( ) ( ) ) }
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T
S S
A S S A
A S S A
S s
A A S S
  
   
   
  
   
h t e t e
h t t e t e t
h t t e t e t
h u e u e
h u u u e u e
h 3 3 3 1 1 3{( ) ,0 , ( ) , ( ( ) ( ) ) }
T T T TA A S S   u u u e u e
 (Eq.  6.38) 
La resta de vectors fila Tif són sempre nuls. 
10. Calcular el vector de forces internes global iq  i la matriu de rigidesa tangent    
global tK  
Per acabar, tal i com s’ha indicat en el pas anterior, cal fer us de la matriu F per a 
aconseguir expressar liq  i tlK  en la base global. Les expressions necessàries són, 
respectivament, la (Eq. 6.5) i la (Eq. 6.40). 
T T
i li tl lF F K q q p                            (Eq.  6.5) 
T
t tlK F K F                          (Eq.  6.40) 
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7.  Exemples de càlcul 
Tot seguit s’exposen un seguit d’exemples de naturalesa ben diferent amb la intenció de 
demostrar les possibilitats del mètode, així com el seu nivell de precisió. Tots els exemples  
tenen en comú que hi apareix no linealitat geomètrica.  
Aquesta col·lecció  inclou des de geometries senzilles bidimensionals fins a casos 
tridimensionals, que requereix generalment de més potència de càlcul (degut a la 
necessitat de més elements). Altrament, s’hi poden trobar casos en que la càrrega aplicada 
és inferior a la crítica per a l’estructura en qüestió o casos en que tal càrrega és superior, 
induint una no linealitat molt important en el càlcul.  
Cada exemple inclou un petit esquema de la geometria modelitzada i la informació bàsica 
per a el seguiment de l’exemple. En cada cas es comenta l’interès o raó per la qual s’ha 
afegit tal exemple a la col·lecció així com les conclusions o comentaris que se’n poden 
extreure. Els resultats obtinguts amb Estruwin 3D sempre es comparen amb els que genera 
ANSYS i/o amb patrons teòrics per a poder valorar el grau de precisió de l’aplicació. 
En l’annex A es poden trobar els arxius Data.geo corresponents a cadascun dels exemples 
d’aquesta col·lecció. 
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7.1  Curvatura d’una barra sotmesa a compressió 
En el llibre THEORY OF ELASTIC STABILITY  [4], Timoshenko estudia el comportament 
de barres sotmeses a compressió quan  aquestes pateixen grans desplaçaments (és a dir, 
superen la càrrega crítica). Aquest tipus d’exercici comporta una gran no linealitat i és molt 
útil per a posar de manifest la potència de càlcul d’un mètode. Val a dir que ANSYS també 
l’inclou dins del seu manual i, com a programa de referència que és per a aquesta 
aplicació, s’aprofita l’exemple per a comparar els errors entre els dos programes (ANSYS i 
Estruwin 3D) en base a el comportament teòric exposat per Timoshenko. La forma de la 
deformada quan es fa servir l’equació diferencial exacta l’anomena l’elàstica. Aquesta 
equació no es presentarà en aquest exemple (per allunyar-se de l’objectiu de l’estudi) i 
directament es passarà a comparar els resultats de tal equació exacta amb els obtinguts 
amb el càlcul co-rotacional.  
 
 
 
 
Fig. 7.1 Esquema de l’estructura i principals paràmentres necessaris per a l’estudi 
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El plantejament és molt senzill: consisteix en definir una barra vertical encastada en el seu 
extrem inferior i lliure en el superior. Si s’aplica una càrrega P de compressió superior a la 
càrrega crítica en l’extrem lliure, l’element patirà una important deformació. És necessari 
afegir una petita càrrega horitzontal per a forçar la barra a desplaçar-se del seu propi eix, 
tot simulant el que en la realitat seria qualsevol imperfecció que trenqués la simetria de 
l’element (en el nostre cas una milionèsima part de la càrrega vertical ha estat suficient).  
Recordem que la  càrrega crítica per a aquest cas concret és 
2
2
4L
EIPcritica
                     (Eq.  7.1) 
 Un cop realitzat l’anàlisi per a diferents valors de P, els resultat obtinguts han estat els 
següents: 
 
 
Es pot observar com l’error més elevat obtingut és del 1,27%; valor acceptable per les 
pretensions del programa. Per altra banda, al comparar els nostres errors amb els comesos 
per ANSYS, observem que el seu error màxim és encara superior al d’Estruwin 3D, 
justificant encara més la validesa dels resultats obtinguts. 
  TIMOSHENKO Estruwin 3D 
P/Pcrit ∆X/L  ∆Y/L  ∆X/L  ∆Y/L  Error ∆X/L Error ∆Y/L 
1,152 0,593 0,259 0,591 0,256 -0,40% -1,27% 
1,293 0,719 0,440 0,718 0,436 -0,14% -0,82% 
1,518 0,792 0,651 0,796 0,648 0,51% -0,46% 
1,884 0,803 0,877 0,805 0,874 0,25% -0,34% 
Taula 7.1 Comparativa dels desplaçaments relatius generats per Estruwin 3D en 
base a el comportament teòric exposat per Timoshenko  
  TIMOSHENKO ANSYS 
P/Pcrit ∆X/L  ∆Y/L  ∆X/L  ∆Y/L  Error ∆X/L Error ∆Y/L 
1,152 0,593 0,259 0,589 0,253 -0,67% -2,32% 
1,293 0,719 0,440 0,718 0,435 -0,14% -1,14% 
1,518 0,792 0,651 0,792 0,648 0,00% -0,46% 
1,884 0,803 0,877 0,804 0,875 0,12% -0,23% 
Taula 7.2 Comparativa dels desplaçaments relatius generats per ANSYS en base a el 
comportament teòric exposat per Timoshenko  
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7.2  Imperfeccions geomètriques inicials 
Les estructures en la realitat presenten  sempre imperfeccions geomètriques o prefletxes 
respecte la forma geomètrica que les defineix. Per tant sembla lògic pensar que aquestes 
imperfeccions tindran  certa influència sobre el comportament de l’estructura quan hi actuen 
càrregues externes.  
Intuïtivament podem  veure com augmentaria progressivament la  prefletxa inicial )2/(0 LW  
 d’una barra biarticulada sota l’acció d’un esforç axial P que va creixent poc a poc. La 
trajectòria d’equilibri estable de la barra (representació de la relació entre P i )2/(LW ) posa 
de manifest que quan la càrrega externa P s’aproxima al valor crític, la fletxa )2/(LW  es 
dispara teòricament fins a l’infinit tot superant el límit de la teoria del petits desplaçaments. 
Tal relació entre la càrrega i la fletxa es pot expressar de forma simplificada amb la següent 
expressió [5], 
)2/(
1
1)2/( 0 LW
P
P
LW
critica
TOTAL

                  (Eq.  7.2) 
 
Fig. 7.2 Esquerra: Esquema de l’estructura i principals paràmentres necessaris per a 
l’estudi. Dreta: Representació gràfica qualitativa de la relació entre la càrrega i la fletxa 
central  
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vàlida, com ja s’ha dit, mentre P no assoleixi el valor crític, que en aquest cas, d’una barra 
biarticulada, pren el següent valor  
2
2
L
EIPcritica
  (Eq.  7.3) 
Realitzant l’estudi amb els següents paràmetres geomètrics, 
MPaEE 51,2 (Acer) 
4500.67 cmI  (secció 30x30 cm) 
mL 10  
s’obté una KNPcritica 165,990.13 .  
Com a imperfecció inicial s’ha pres mLLW 004,0
250
)2/(0  . 
Els resultats obtinguts de la comparació (expressats en metres) han estat els següents: 
 
De forma general s’observa com l’error augmenta al apropar-se la càrrega P al seu valor 
crític (de la mateixa manera que un augment de la imperfecció inicial també provoca una 
major no linealitat, que es tradueix en un error major). Però duran tot l’estudi aquest error 
es manté en un rang acceptable. 
P/Pcrit P (KN) Wtotal (Eq. 7.2) ∆W (Estruwin 3D) Wtotal (Estruwin 3D) Error Wtotal 
0,1 1399,017 0,0444 0,0046 0,0446 0,25% 
0,2 2798,033 0,0500 0,0102 0,0502 0,50% 
0,3 4197,050 0,0571 0,0176 0,0576 0,74% 
0,4 5596,066 0,0667 0,0273 0,0673 0,97% 
0,5 6995,083 0,0800 0,0409 0,0809 1,16% 
0,6 8394,099 0,1000 0,0612 0,1012 1,24% 
0,7 9793,116 0,1333 0,0949 0,1349 1,21% 
0,8 11192,132 0,2000 0,1618 0,2018 0,89% 
0,9 12591,149 0,4000 0,3519 0,3919 -2,03% 
1 13990,165 infinit 1,1506 1,1906 - 
Taula 7.3 Comparativa dels resultats de la fletxa central generats per Estruwin 3D en 
base a el comportament teòric de (Eq. 7.2) (tots els desplaçaments expressats en 
metres) 
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7.3  Anàlisi d’un pòrtic amb imperfeccions 
En aquest exemple es pretén analitzar el comportament d’un pòrtic de dues plantes tenint 
en compte desplom inicial i excentricitat en els pilars (imperfeccions locals).  
Aquesta estructura s’estudia sota l’acció de les següents càrregues i coeficients de 
simultaneïtat  
Pes propi estimat:  G=3,00 KN/m2   G =1,35 
Sobrecàrrega d’ús: Q=3,00 KN/m2   Q =1,50 
Càrrega del vent:    W=3,00 KN/m2   W =1,50 
La resta de dades necessàries per al càlcul són les següents: 
Material: Acer S355  
Separació entre pòrtics: s=5m 
* Pòrtic articulat a les bases 
El primer pas per a resoldre aquest exemple és fer-ne el predimensionament. Com que 
aquest pas s’allunya de l’objectiu d’anàlisi, es facilita la solució obtinguda sense justificació 
de la mateixa (veure Figura  7.3). 
 
Fig. 7.3 Predimensionament i cotes del pòrtic. També numeració dels punts en els 
que s’analitza el valor del moment flector 
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Un cop conegudes les seccions, cal també determinar el desplaçament horitzontal a 
imposar (desplom) i l’excentricitat dels pilars. Aquests valors, extrets segons la normativa 
vigent, són els següents i la seva interpretació la facilita la Figura 7.4: ∆X=0,025m i e= 
0,0154m. 
 
La hipòtesis de càrrega emprada és una càrrega repartida que fa referència a l’estat límit 
últim (ELU) i té la següent expressió: 1,35G+0,9(1,5Q+1,5W). Definit tot el model, aquest 
exemple pren com a valors de referència els diferents moments calculats en els extrems 
dels dos pilars de la dreta del pòrtic (com s’indica en la Figura 7.3), així com el 
desplaçament horitzontal que pateix el node extrem dret de la jàssera superior (sense 
comptar el desplaçament imposat). Per a valorar la precisió dels resultats obtinguts es 
comparen amb els que genera ANSYS sota les mateixes condicions.  
 
Fig. 7.4 Imperfeccions del pòric: desplom inicial i excentricitat en els pilars 
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Es pot observar com els errors relatius calculats són molt baixos, no superant ni tan sols 
l’1%. Per a completar la comparativa tot seguit s’adjunta en la Figura 7.5 els diagrames dels 
moments flectors obtinguts amb les dues aplicacions. Tot i tractar-se d’informació 
qualitativa (doncs no s’aprecien les magnituds) permet posar de manifest la similitud del 
comportament de l’estructura.  
 
7.4  Anàlisi d’un arc pla 
Els estudis, tant experimentals com teòrics, confirmen que els arcs plans sotmesos a 
càrregues importants (simètriques) es deformen en un mode simètric, degut a 
l’escurçament de la línia central de l’arc produït per l’esforç axial. Aquest fet contrasta amb 
el comportament dels arcs alts (o deep arches) per als que l’escurçament de la seva línia 
central és negligible, produint l’asimetria en la deformada de l’arc.  
 
Fig. 7.5 Diagrama de moments generat per Estruwin 3D (Esquerra) i ANSYS (Dreta) 
  Estruwin 3D ANSYS Error relatiu 
MOMENT I (KN.m) 0,00 0,00 0,00% 
MOMENT II (KN.m) 110,04 109,69 0,32% 
MOMENT III (KN.m) 140,35 140,35 0,00% 
MOMENT IV (KN.m) 177,47 177,56 -0,05% 
Desplom (mm) 29,99 29,80 0,64% 
Taula 7.4 Comparativa dels moments generats per Estruwin 3D en base als generats 
per ANSYS  
Pág. 82  Memoria 
 
En aquest exemple es simula el comportament d’un arc pla sotmès a una càrrega repartida 
sinodal (exemple extret del llibre STABILITY OF STRUCTURES [6]) . El que es pretén 
analitzar no és només que la deformada sigui simètrica (fenomen molt instituïu que 
evidentment es compleix) sinó que la fletxa màxima que pateix l’arc per a diferents estats 
de càrrega s’aproxima al seu valor teòric. 
Considerem un arc biarticulat amb una excentricitat prèvia a la càrrega segons la següent 
expressió: 
 )sin()(0 L
xaxz   (Eq.  7.4) 
on L és la llum de l’arc i a l’alçada de l’arc (veure Figura 7.6). Com que l’arc és pla cal que 
a<<L. L’arc en qüestió es veurà sotmès a una càrrega repartida vertical P. 
)sin()(
L
xPxp   (Eq.  7.5) 
La deformada de l’arc es pot representar amb la següent expressió 
)sin()(
L
xqaxz   (Eq.  7.6) 
que depèn del paràmetre q. Aquest paràmetre es relaciona amb la càrrega aplicada segons 
l’expressió 
 
Fig. 7.6 Arc pla de llum L amb excentricitat inicial a i càrrega repartida sinuidal P 
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  344 11 nqqnEIaLP    (Eq.  7.7) 
on  
I
Aan
4
2
 . 
Per a aquest exemple s’han pres les següents dades de partida: 
Secció rectangular 50X20 cm 
 A= 0.1 m2 
 I=3.333e-4 m4 
Material: Acer E=2.1e11 N/m2 
Arc: 
 Llum L=6 m 
 Alçada a=0.1 m 
La següent taula mostra els diferents valor de qa (coordenada vertical del node central de 
l’arc) en funció de la càrrega P aplicada considerant com a origen la cota de les 
articulacions: 
 
Cal esmentar que la càrrega modelitzada no és exactament sinodal, sinó que s’ha 
discretitzat en 20 trams lineals i cadascun d’aquests pren com a valor inicial i final el valor 
exacte segons l’expressió anterior (s’ha poligonitzat la càrrega) 
P (KN) qa Estruwin 3D (m) qa teòrica (m) Error relatiu 
1000 -0,0998 -0,0959 4,08% 
900 -0,0908 -0,0870 4,42% 
800 -0,0796 -0,0761 4,68% 
700 -0,0647 -0,0617 4,83% 
600 -0,0394 -0,0387 1,77% 
500 0,0265 0,0181 46,31% 
400 0,0553 0,0525 5,36% 
300 0,0711 0,0698 1,90% 
200 0,0827 0,0821 0,80% 
100 0,0921 0,0918 0,29% 
Taula 7.5 Comparativa dels resultats de la coordenada vertical del node central de l’arc 
generats per Estruwin 3D per a diferents nivells de càrrega en base al comportament 
teòric [5]  
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Les discrepàncies entre els dos casos són acceptables excepte per a valors de càrrega 
propers a 500 KN. Si es grafiquen els resultats, però, es pot observar que aquesta zona es 
on  es produeix el canvi de convexitat de l’arc de manera brusca (sense necessitat de 
seguir augmentant la càrrega) i és per això que el procés de càlcul té dificultats per a seguir 
la corba d’estabilitat. Val a dir, però, que la representació dels punts d’equilibri obtinguts 
amb Estruwin 3D no s’allunyen gaire del comportament teòric. 
  
 
 
corba d'equilibri P (KN) - q 
-1-0,500,51
q 
0
200
400
600
800
1000
1200
P 
Teòric
Estruwin
 
Fig. 7.7 Representació gràfica de la relació entre la càrrega P i la variació de la 
fletxa q, segons l’expressió teòrica i els resultats obtinguts amb Estruwin 
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7.5  Anàlisi d’un sistema de barres en  3D 
Una de les millores més importants de la nova versió d’Estruwin és la possibilitat de 
treballar amb estructures tridimensionals. Com que el procediment de càlcul no lineal 
implementat també ho permet, es considera interessant incloure exemples d’aquestes 
característiques. 
En aquest cas s’estudia una geometria senzilla tridimensional formada per tres trams 
ortogonals entre ells. Un extrem està encastat i en l’altre s’aplica una càrrega puntual de tal 
manera que provoqui esforços a compressió importants en l’element encastat (així forcem 
la curvatura de l’element i el comportament no lineal que se’n deriva), veure Figura 7.8. 
 
El model no convergeix a partir d’aproximadament 1,1E6 N (la càrrega crítica és de 1,6E6 
N). Però val a dir que ANSYS, programa de referència durant tot el desenvolupament 
d’aquest projecte, tampoc és capaç de convergir per a càrregues superiors a la 
esmentada). 
 
 
 
Fig. 7.8 Esquema i cotes del model analitzat 
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Els resultats dels corriments del node en que s’aplica la força F per a diferents nivells de 
càrrega són: 
 
i l’error relatiu prenent com a referència els resultats d’ANSYS,  
 
Sembla obvi en vista dels resultats que per a qualsevol nivell de càrrega Estruwin 3D és 
capaç de donar resultats amb un nivell de precisió molt notable respecte ANSYS. A més, 
val a dir que el grau de desplaçaments patits per l’estructura supera els nivells per a els 
quals es farà servir l’aplicació de forma habitual. 
 
 Resultats ANSYS Resultats Estruwin 3D 
F (KN) dx (mm) dy (mm) dz (mm) dx (mm) dy (mm) dz (mm) 
110 247,107 -244,005 -398,425 247,20 -244,10 -397,60 
220 502,199 -488,434 -842,329 502,50 -488,74 -840,75 
330 758,803 -725,208 -1326,98 759,61 -725,93 -1325,00 
440 1010,51 -946,704 -1844,4 1011,85 -947,93 -1842,27 
550 1251,03 -1146,93 -2384,02 1253,15 -1148,94 -2382,47 
660 1476,06 -1322,48 -2935,32 1479,37 -1324,75 -2934,54 
770 1683,48 -1472,13 -3489,11 1687,49 -1475,00 -3489,67 
880 1871,46 -1597,1 -4038,03 1876,42 -1600,24 -4040,50 
990 2040,67 -1698,69 -4577,63 2046,00 -1702,43 -4582,00 
1100 2191,06 -1779,73 -5104,2 2195,81 -1784,95 -5111,41 
Taula 7.6 Valors dels desplaçaments nodals per a diferents nivells de càrrega generats 
per ANSYS i Estruwin 3D  
  Error relatiu 
F (KN) Error (dx) Error (dy) Error (dz) 
110 -0,04% -0,04% 0,21% 
220 -0,06% -0,06% 0,19% 
330 -0,11% -0,10% 0,15% 
440 -0,13% -0,13% 0,12% 
550 -0,17% -0,18% 0,07% 
660 -0,22% -0,17% 0,03% 
770 -0,24% -0,19% -0,02% 
880 -0,27% -0,20% -0,06% 
990 -0,26% -0,22% -0,10% 
1100 -0,22% -0,29% -0,14% 
Taula 7.7 Error relatiu existent entre els desplaçaments nodals per a diferents 
nivells de càrrega generats per ANSYS i Estruwin 3D prenent el primer com a 
referència  
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7.6  Anàlisi d’una cúpula 3D  
Aquest exemple (extret de l’article de CRIVELLI i FELIPPA [7]). consisteix en una estructura 
tridimensional formada per 12 barres. La meitat de les barres formen un hexàgon i l’altre 
meitat ocupen les posicions formades pels vèrtex de l’hexàgon i el centre del mateix; però 
ho fan amb certa inclinació, de manera que el resultat és una cúpula (Veure Figura 7.9). La 
càrrega s’aplica en el node central.  
Cal restringir els moviments dels nodes de l’hexàgon de manera que només es puguin 
desplaçar sobre el pla horitzontal, a més, cal també restringir el gir sobre l’eix vertical del 
node central. 
Aquest exemple té un 
comportament molt similar al de 
l’exemple 7.4 (Anàlisi d’un arc pla), 
doncs assolit un nivell de càrrega 
determinat la cúpula inverteix al 
seva posició tot fent un salt brusc de 
desplaçaments (degut al mateix 
motiu exposat en l’exemple 7.4). El 
interès, però, recau en que ara 
l’exemple és tridimensional i , a 
més, és necessari col·locar els 
elements en posicions no 
coincidents amb la base global, de 
manera que aquest exemple serveix 
també per a demostrar la possibilitat 
d’orientar els elements en qualsevol 
configuració tridimensional. 
Per a determinar el grau de precisió del càlcul s’ha analitzat el desplaçament vertical del 
node central a mesura que es va augmentant la càrrega aplicada P. Els resultats obtinguts 
tant amb ANSYS com amb Estruwin 3D es grafiquen tot seguit.  
 
Fig. 7.9 Esquema i cotes del model analitzat 
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Comparat amb el comportament real de l’estructura, tots dos programes s’allunyen molt del 
seguiment de la corba d’equilibri perquè no preveuen la possibilitat de reduir  la força P per 
a trobar els nous punts d’equilibri.  Però val a dir que a fins a assolir la càrrega crítica el 
comportament és molt precís, i un cop superat el vinclament brusc les corbes tornen a 
convergir. La diferència entre els resultats per a càrregues superiors a 250 N és deguda a 
la diferent manera de discretitzar l’estructura per part de Crivelli i Felippa, que ja comenten 
el l’article esmentat [7] que si haguessin pres més elements els seus resultats 
s’assemblarien molt als obtinguts per ANSYS i Estruwin 3D.  
Tot seguit es mostra la diferència entre ANSYS i Estruwin 3D i l’error relatiu prenent com a 
referència els resultats d’ANSYS (aquestes dades són les mateixes que s’han emprat per a 
generar el gràfic anterior): 
corba d'equilibri P(N)-d(mm)
0
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100
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Comportament segons
Crivelli i Felippa
 
Fig. 7.10 Representació gràfica de la relació entre la càrrega P i el desplaçament vertical 
del node central, comparant els resultats d’ANSYS i Estruwin amb els d’un 
comportament més real 
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Com es pot observar, els errors relatius són acceptables excepte en l’entorn de la càrrega 
crítica, degut a que ANSYS experimenta el desplaçament brusc per a un nivell de càrrega 
lleugerament superior al d’Estruwin 3D (aproximadament 10 N de diferència). 
P (N) ANSYS dy (mm) Estruwin 3D dy (mm) Error relatiu 
29,0 1,0543 1,0549 -0,06% 
58,0 2,1862 2,1891 -0,13% 
87,0 3,4142 3,4220 -0,23% 
116,0 4,7656 4,7820 -0,34% 
145,0 6,2825 6,3144 -0,51% 
174,0 8,0380 8,0987 -0,76% 
203,0 10,1791 10,3025 -1,21% 
232,0 13,1147 13,4370 -2,46% 
237,8 13,9056 14,3333 -3,08% 
243,6 14,8392 15,4584 -4,17% 
249,4 16,0274 17,1681 -7,12% 
255,2 17,9359 83,9258 -367,92% 
261,0 85,2550 84,2341 1,20% 
266,8 85,5757 84,5500 1,20% 
290,0 86,8254 85,7239 1,27% 
Taula 7.8 Error relatiu existent entre el desplaçament vertical del node central per a 
diferents nivells de càrrega generats per ANSYS i Estruwin 3D prenent el primer com a 
referència  
 
 
Fig. 7.11 Vistes de la deformada de l’estructura. A l’esquerra sota una càrrega subcrítica 
(P=245 N i dy=15,79mm) i a la dreta supracrítica (P=400 N i dy=90,8mm)       
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7.7  Anàlisi d’un pòrtic 3D 
Aquesta col·lecció d’exemples no seria complerta sense l’anàlisi d’un pòrtic tridimensional, 
doncs és una de les tipologies estructurals més comunes en el càlcul d’estructures. És per 
això que tot seguit se’n analitza un. Val a dir que no es tracta d’un pòrtic comú, ja que es 
pretén buscar no linealitats importants que difícilment trobaríem en un pòrtic clàssic. 
La Figura 7.12 mostra la geometria de l’edifici, així com les càrregues aplicades. Les 
seccions i propietats del material, per tractar-se d’un exercici acadèmic, s’han definit totes 
iguals: 30x30 cm de formigó.  
 
Per a determinar la precisió del càlcul en aquest exemple es comparen els desplaçaments 
del node superior esquerra (indicat en la Figura 7.12): 
 
Fig. 7.12 Esquerra: càrregua aplicada a l’estructura i indicació del node estudiat. Dreta: 
cotes del pòrtic tridimensional 
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on es pot observar que l’error més gran no supera el 5%, considerant acceptables els 
resultats, doncs difícilment es treballarà sota condicions de no linealitat tant fortes. 
 
 
Fig. 7.13 Vista en perspectiva de l’estructura inicial i la seva deformada generat per 
Estruwin 3D 
  ANSYS ESTRUWIN Error relatiu 
uX (m) 3,6085 3,6452 1,02% 
uY (m) -0,9609 -0,9839 2,40% 
uZ (m) 0,3269 0,3344 2,28% 
girX (rad) -0,0439 -0,0460 4,67% 
girY (rad) -0,1293 -0,1321 2,19% 
girZ (rad) -0,2645 -0,2663 0,67% 
Taula 7.9 Error relatiu existent entre els desplaçaments i girs nodals generats per 
ANSYS i Estruwin 3D prenent el primer com a referència  
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8.  Paquet de millores dins l’aplicació Estruwin 3D 
En aquest capítol  es pretén enumerar les principals aportacions realitzades a Estruwin 3D 
amb la finalitat de deixar l’aplicació llesta per a la seva utilització com a mínim dins l’àmbit 
de l’escola com a eina per a els alumnes.   
Tot i que les pretensions de l’aplicació van més enllà de  l’estat en que es troba  en 
l’actualitat, l’objectiu ha estat deixar la nova versió d’Estruwin en un punt que la faci vàlida 
per a poder treballar amb ella de forma robusta i permetent a l’usuari disposar de totes les 
eines que posava al seu abast la versió anterior del programa ( a més de noves opcions 
que donen sentit a aquest projecte i els que el precedeixen).  
Amb aquest objectiu, tot seguit es comenten les millores o canvis més significatius que 
s’han efectuat en base a l’estat en que es trobava l’aplicació al inici d’aquest projecte. Val a 
dir que s’han dedicat molts esforços a altres petites millores, que no es desenvolupen per 
tenir poc interès acadèmic, però, indispensables per a que l’usuari pugui gaudir plenament 
d’Estruwin 3D. Com per exemple la homogeneïtzació de la llengua, la depuració d’errors 
d’etapes anteriors de naturalesa ben diferents o la introducció de més eines i opcions.   
8.1  Forces nodals equivalents i matriu de rigidesa segons les 
condicions d’enllaç elementals  
Donada una estructura definida per més d’un element barra, la unió entre els diferents 
elements pot ésser rígida o articulada (existeixen més tipus d’enllaços però aquests són els 
dos únics casos que permet Estruwin 3D). Depenent del tipus d’unió definida el 
comportament de l’estructura pot variar moltíssim, com es mostra en la Figura 8.1, amb un 
cas molt típic. Dins del procés de càlcul matricial de l’aplicació, el punt on es té en compte 
el tipus d’enllaç definit és en el moment de definir les càrregues nodals equivalents a les 
càrregues repartides a les que està sotmès un element, així com en el moment de definir la 
matriu de rigidesa elemental. 
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Si s’analitza un element barra de forma aïllada, es poden veure de forma senzilla les quatre 
situacions diferents en que aquest es pot trobar en funció del enllaços que es defineixen 
(veure Figura  8.2). Depenent de les condicions dels seus nodes 1 i 2 els casos possibles 
d’enllaç són Encastat-Encastat (E-E o biencastat), Encastat-Articulat (E-A), Articulat-
Encastat (A-E) i Articulat-Articulat (A-A o biarticulat). És necessari diferenciar les dues 
possibilitat E-A i A-E ja que cada element memoritza quin és el node inicial (o node 1) i quin 
el node final (o node 2), de manera que si s’aplica una càrrega repartida no simètrica els 
resultats variaran en cada cas.  
 
 
 
Fig. 8.1 Esquerra: Exemple d’un pòrtic amb jàcera encastada (primer pla) i biarticulada 
(al fons)   Dreta: Diagrames de moments obtinguts mitjançant un càlcul lineal dels dos 
casos esmentats 
 
Fig. 8.2 Esquema dels quatre possibles casos d’enllaç d’un element respecte els 
elements veïns   
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Al inici d’aquest projecte l’aplicació només permetia calcular estructures biencastades, de 
manera que ha estat necessari implementar els altres 3 casos. Tot seguit es detalla com 
s’ha realitzat aquest càlcul per a un dels casos, concretament per al cas A-E (els resultats 
de la resta de casos es poden consultar en l’annex B). 
El plantejament de partida per a trobar les forces nodals equivalents a una càrrega 
repartida, és un element amb una càrrega genèrica que, per tractar-se del cas A-E, té 
articulat el node 1 i encastat el node 2 (Figura  8.3) 
 
Els paràmetres que es coneixen són la longitud de l’element (L) i la càrrega repartida (que 
ve donada per Y1, Y2, X1, X2) com es mostra en la Figura 8.3. Les reaccions equivalents a 
aquesta situació són l’objectiu final i es defineixen com 1V (en el node 1) i 2V  i 2M  (en 
el node 2). 
Com que es tracta d’una configuració hiperestàtica, es resoldrà mitjançant la 
descomposició en un cas isostàtic biarticulat més un segon cas (també isostàtic) per a 
determinar el moment d’encastament 2M (Veure Figura 8.4). D’aquesta manera, les 
reaccions finals s’obtindran de la suma dels esforços resultants dels dos casos (excepte el 
valor del moment que només apareix en un dels dos càlculs). 
Fig. 8.3 Esquerra: esquema de l’element a analitzar A-E i dels paràmetres que 
defineixen la càrrega repartida genèrica i la longitud de l’element . Dreta: forces i 
moments nodals equivalents a la càrrega repartida de l’element 
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1 21 1 1iso isoV V V                     (Eq.  8.1) 
1 22 2 2iso isoV V V                    (Eq.  8.2) 
12 2isoM M 22isoM                    (Eq.  8.3) 
El primer pas és determinar les equacions que garanteixen l’equilibri estàtic del cas 
biarticulat: 
1 1 2 1 1 2 1 2 10 1 2 ( ) ( )( ) / 2verticals iso isoF V V X X Y X X Y Y                 (Eq.  8.4) 
2 1
1 1 2 1 1 1
2 1 2 1 1 2 1
( )0 2 ( )
2
2( )( )/2 ( )
3
node iso
X XM V L X X Y X
X X Y Y X X X
        
       

              (Eq.  8.5) 
Aïllant les  incògnites de les equacions anteriors aconseguim una expressió per a les 
reaccions que només depèn de paràmetres coneguts. 
2 1
1 2 1 1 1
2 1 2 1 1 2 1
( )2 [( )
2
1 2( )( ) ( ) ]/
2 3
iso
X XV X X Y X
X X Y Y X X X L
      
       
                                                         (Eq. 8.6)  
 
Fig. 8.4 Composició de dos casos isostàtics equivalent al cas hiperestàtic inicial. 
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1 2 1 2 1 2 1 1
11 ( ) ( )( ) 2
2iso iso
V X X Y X X Y Y V                     (Eq.  8.7) 
Plantejant l’equilibri de l’estàtica de manera anàloga per a el segon cas s’obté 
2 20 1 2verticals iso isoF V V                              (Eq.  8.8) 
2 20 2 1 .node isoM M V L                                (Eq.  8.9) 
i per tant, es pot conèixer el valor de 21isoV i 22isoV en funció de 2M : 
2
21iso
MV
L
                       (Eq.  8.10) 
2
22iso
MV
L
                  (Eq.  8.11) 
cal doncs, trobar el valor del moment d’encastament per a finalitzar el càlcul. Com que 
encara és necessària una equació més per a poder conèixer 2M  s’aplica el segon 
Teorema de Mohr: 
1
1
2
( ) ( ) 0
Node
T
Node
M x X x dx
EI
                   (Eq.  8.12) 
on TM és l’expressió del moment total (suma dels dos casos isostàtics) en funció de la 
posició x (veure Figura 8.4). Per a realitzar aquesta integral prèviament es defineix el valor 
de TM  per trams. 
tram Node1-X1: 
1 1
1
2( ) 1Node XT iso
MM x V x x
L
                  (Eq.  8.13) 
tram X1-X2:       
1 2 2 32 1
1 1 1 1
2 1
1 1 ( ) 2( ) 1 ( ) ( )
2 6 ( )
X X
T iso
Y Y MM x V x Y x X x X x
X X L
            (Eq.  8.14) 
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tram X2-Node2: 
2 2 2 1
1 1 2 1 1 2 1 1
2
31 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1
( ) 1 ( ) ( )( )
2
( ) 2( )( ) ( )( )
2 2
X Node
T iso
X XM x V x Y X X x Y X X X
x X X X MY Y X X Y Y X X x
L
       
       
 (Eq.  8.15) 
Del resultat d’aquesta integral  que es resol per trams (operació per a la que s’ha emprat 
l’aplicació de càlcul MAPLE) es pot aïllar el valor del moment 2M , que té la següent 
expressió: 
3 3 31
2 1 2 13 3 3
2 1 2 1
3 2
2 2 1 2
1 2 1 1 2 1 1
3 2
2 1 2 2 1 2 1 2
2 1 2 1 1
4 2
21 1 2 1 2
1
3 12 ( ) ( )
( ) ( ) 3
( ) ( )( ) ( )( )
3 2 2
( ) ( ) ( ) 2( ) ( )( ) ( )
2 3 2 3 2
( ) ( )
2 4
isoL VM X L X X X
X L X X X
X L X X X LY X X Y X X X
X X X L X X X X X LY Y Y Y X
Y X X X XX
             
       
            
  
3
1 2 2 1
1
2 1
5 3 4 2
2 31 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1
( )2 .
2 3 6( )
( ) ( ) ( ) ( )3 3
5 3 4 2
X X Y YX
X X
X X X X X X X XX X X
      
         
      (Eq.  8.16) 
Ara, d’una manera directa, es pot conèixer el valor de les reaccions i el moment 
d’encastament en funció dels paràmetres que defineixen la càrrega repartida, tal com es 
desitjava.  
 
Pel que fa a la Matriu de Rigidesa Elemental del mateix cas (A-E) cal ajustar-la 
coherentment amb els graus de llibertat permesos per aquest tipus d’unió. Així doncs, es 
podran anular aquelles components de la matriu que, al tenir el desplaçament associat no 
restringit, no generen una reacció (doncs s’equilibra l’estructura a través del desplaçament 
o gir de l’element). A partir del cas bidimensional que exposa J. Mª. Saez-Benito [8] és 
senzill deduir-ne el cas tridimensional: 
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3 3 2
3 3 2
3 3 2
3 3 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Z Z Z
Y Y Y
A E
tl
Z Z Z
Y Y Y
EA EA
l l
EI EI EI
l l l
EI EI EI
l l l
K
EA EA
l l
EI EI EI
l l l
EI EI EI
l l l


 

 

 
2 2
2 2
0 0 0
3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0
Y Y Y
Z Z Z
EI EI EI
l l l
EI EI EI
l l l
                                  
 
 
Matriu escrita segons la base local  de l’element que es pot veure en la Figura 8.5. La 
numeració de la figura fa referència a la fila i columna de la matriu corresponent a cada 
desplaçament.  
 
 
Fig. 8.5 Base local de l’element i enumeració dels desplaçaments generalitzats 
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8.2  Paràmetres de control del càlcul no lineal 
Quan l’usuari d’Estruwin 3D es disposi a realitzar el càlcul no lineal del seu model, es 
trobarà amb la possibilitat de modificar certs paràmetres que poden millorar la rapidesa i 
precisió del càlcul, així com resoldre problemes de convergència. 
Aquests paràmetres, integrats dins del mòdul de càlcul (veure Figura 8.6) són:  
Sigma convergència. Valor que fixa la diferència màxima permesa entre la càrrega 
aplicada i la interna de l’estructura per a considerar assolida la convergència. 
 
Màxim nombre  d’iteracions. En el cas que el sistema no convergeixi, s’estableix un 
límit d’iteracions a partir del qual el procés s’atura. 
 
Màxim error relatiu. En el cas que el sistema no convergeixi, s’estableix un 
límit d’error entre la càrrega aplicada i la interna de l’estructura a partir del qual el procés 
s’atura. 
 
Trams del càlcul incremental. Paràmetre que estableix el nombre de porcions iguals en 
que es divideix la càrrega a aplicar. 
 
De la resta d’opcions incloses dins dels Paràmetres de Convergència se’n parlarà més 
endavant. 
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Per a ajudar en aquesta tasca s’han establert uns valors predefinits que són vàlids per a la 
majoria d’estructures amb un grau de ‘no linealitat’ i complexitat geomètrica mitja. Si les 
exigències del càlcul són majors l’usuari pot ajustar els valors segons el seu criteri.  
En cas de que la combinació dels paràmetres faci impossible finalitzar el càlcul amb èxit, 
l’aplicació avorta el procés i informa a l’usuari del motiu pel qual no s’ha pogut resoldre el 
càlcul; es poden veure els missatges informatius que es generen en la Figura 8.7.   
 
Fig. 8.6  Mòdul de Càlcul d’Estruwin 3D 
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En cadascuna de les iteracions de les que es composa el càlcul de qualsevol model, 
l’aplicació comprova dos paràmetre abans de continuar amb la següent iteració, és el que 
s’ha anomenat Anàlisi de convergència: 
En primer lloc comprova en quina iteració es troba (comptant només les realitzades dins de 
l’últim increment de càrrega). Si aquest valor supera el que l’usuari ha introduït com a 
Màxim nombre d’iteracions aleshores el càlcul s’atura tot informant del motiu. La raó per 
la qual es limita el nombre d’iteracions és per a que, en els casos en que la convergència 
de l’estructura no és possible, el programa no segueixi iterant indefinidament. 
Si el programa es troba dins de el interval d’iteracions permeses, aleshores es fa la segona 
comprovació. Es calcula el mòdul del vector de càrregues pendents d’equilibrar 
(FPEND=FEXT-FINT) que anomenarem (Mp) i el de les càrregues externes aplicades (Me). 
Aquestes dues variables generen tres possibles casos al relacionar-los amb els paràmetres 
de Màxim error relatiu i Sigma convergència definits per l’usuari. 
 Si Mp < Sigma convergència*Me, indica que per a l’estat de càrrega actual la 
diferència entre la situació de l’estructura i la equivalent posició d’equilibri està dins 
del rang de tolerància. Per tant, es pot procedir a incrementar l’estat de càrrega o a 
donar per finalitzat el càlcul si ja ens trobàvem en l’últim increment. Si es desitja 
aconseguir resultats més acurats dels obtinguts amb els paràmetres per defecte 
 
 
Fig. 8.7  Missatges automàtics que avisen a l’usuari de l’avortament del                           
 càlcul i de la seva causa 
Pág. 102  Memoria 
 
serà necessari disminuir el paràmetre Sigma convergència (essent recomanable 
augmentar el nombre de Trams del càlcul incremental). 
 Si Màxim error relatiu*Me > Mp > Sigma convergència*Me, en aquest cas és 
necessari seguir iterant dins del mateix estat de càrrega amb l’objectiu d’assolir el 
cas anterior. Això vol dir actualitzar els desplaçaments nodals de l’estructura de 
manera que obtenim un nou estat de càrrega intern.  
La manera d’aconseguir el nou  p consisteix en determinar els nous increments de 
desplaçaments generalitzats que compensen la càrrega pendent d’equilibrar 
elemental; és a dir, ( )PEND ElementalK F tp = . 
 Si Mp > Màxim error relatiu*Me, implica que el procés no ha pogut seguir l’estat 
d’equilibri i s’ha desviat cap a un estat diferent del desitjat. En aquest cas el càlcul 
s’atura i s’informa del motiu d’avortament. A vegades aquest fenomen es dóna de 
manera transitòria essent possible que passades unes poques iteracions recuperi la 
posició d’equilibri tot ajustant-se a l’estat desitjat. És per això que si es dóna aquest 
cas s’aconsella en el missatge informatiu (veure Fig 8.7), com a primera solució, 
que s’augmenti el paràmetre Màxim error relatiu. 
En la Figura 8.8 es mostra un diagrama que pretén ajudar a entendre com funciona 
l’anàlisi de convergència del càlcul no lineal. 
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Els missatges informatius que es generen en cas de no poder finalitzar el càlcul amb èxit 
són només orientatius, i serà l’usuari qui, aplicant els seus coneixements i experiència, 
haurà de saber resoldre els possibles problemes de convergència ajustant el conjunt de 
paràmetres de manera  coherent.  
It. en c. > Màxim nombre d’iteracions 
≤ Màxim nombre d’iteracions 
Actualització Mp=Mi-Me Mp > Màxim error relatiu*Me  
Màxim error relatiu*Me > Mp > 
>Sigma convergència*Me  
Mp < Sigma convergència*Me   
Iteració en curs 
   Estat càrrega en curs 
 It. en c.=1 
It. en c.= It. en c.+1 
E.C. en c. = E.C. últim 
E.C. en c. ≠ E.C. últim 
E.C. en c.= E.C. en c.+1 
Càlcul finalitzat 
amb èxit 
Avortament 
del càlcul 
 ALGORISME 
Actualitzar els 
desplaçaments 
nodals  
Fig. 8.8 Diagrama de l’anàlisi de convergència del càlcul no lineal 
Apartat 6.5.3 
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8.3  Altres opcions de càlcul 
En la Figura 8.6 es pot observar com l’usuari no només pot ‘jugar’ amb els paràmetres de 
càlcul anteriorment esmentats (veure apartat 8.2), sinó que també pot activar o desactivar 
dues caselles que li permeten realitzar estudis modificant certs comportaments de 
l’estructura i la seva càrrega. Tot seguit es comenten aquestes opcions indicant a què fan 
referència i com s’han implementat. 
8.3.1 Càrrega repartida solidària  a l’element 
Si s’observa la Figura 8.6 hom veurà la possibilitat de marcar amb un check la casella de 
nom Càrregues repartides segons els eixos locals solidàries a l’element. Aquesta casella, 
per defecte desactivada, permet a l’usuari triar si vol que les càrregues repartides canviïn la 
seva orientació a mesura que l’element també ho fa o, si ho prefereix, mantenir les 
càrregues immòbils respecte la base global de l’estructura. Es pot observar la diferència 
entre els dos comportaments en la Figura 8.9. 
 
El preprocés d’Estruwin 3D compta amb la possibilitat de definir les càrregues repartides de 
dues maneres diferents (Figura 8.10). La primera consisteix en indicar els angles existents 
entre la càrrega i la base local de l’element (es pot canviar la orientació de la càrrega 
 
Fig. 8.9  Representació gràfica de la posició de la càrrega repartida sobre l’element 
depenent de si es mou solidària a l’element o no 
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segons dos angles diferents, tal i com s’indica en la Figura 8.11) i la segona possibilitat 
referencia aquests angles directament a la base global de l’estructura. Aquestes dues 
opcions es van dissenyar en etapes anteriors a aquest projecte [1] amb la intenció que 
l’usuari pogués definir les càrregues de la manera que li fos més còmoda i senzilla, però 
d’ara en endavant, en la modalitat de càlcul no lineal, on la base elemental pot variar de 
posició en cada iteració, el resultat final del càlcul dependrà de la opció amb que es 
defineixi la càrrega.   
Resumint, si l’usuari té desactivada la casella del mòdul de càlcul Càrregues repartides 
segons els eixos locals solidàries a l’element, aleshores indiferentment de com defineixi les 
càrregues repartides, aquestes es mantindran fixes respecte la base global de l’estructura. 
En canvi, si activa la casella, les càrregues definides segons els eixos locals s’aniran 
actualitzant per a mantenir-se solidàries a l’element i les definides segons els eixos globals 
es mantindran immòbils respecte la base global.  
 
Per a aconseguir aquest comportament no ha estat necessari modificar gaire l’algorisme de 
càlcul gràcies a les dues opcions ja existents per a introduir la càrrega repartida.  
La part del càlcul que es veu alterada per la introducció d’aquesta opció és la referent a la 
determinació del vector de forces nodals equivalent a totes les càrregues aplicades sobre 
l’estructura. Concretament el procediment que se’n encarrega de determinar les reaccions 
nodals en coordenades globals equivalents a una càrrega repartida [1]. Però n’hi ha prou 
 
 
Fig. 8.10 Situació i aparença dels botons del preprocés que permeten definir una 
càrrega repartida; a dalt, segons els eixos locals, a baix, respecte els eixos globals. 
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amb actualitzar a cada nou estat de càrrega la matriu rotacional elemental amb els nous 
desplaçaments nodals per a que les càrregues repartides es moguin solidàries a l’element 
(si s’han definit segons els eixos locals); mentre que si no s’actualitza aquesta matriu no es 
mouen de manera solidària  (que és el que passa quan es desactiva la casella del mòdul de 
càlcul). 
De manera general, aquest procediment consisteix en trobar les reaccions equivalents a la 
càrrega repartida de l’element independentment de l’inclinació de la càrrega (veure apartat 
8.2). Aleshores, si la càrrega s’ha definit segons els eixos globals, amb l’ajuda de la matriu 
rotacional elemental, es calculen els angles  i  locals equivalents a la seva posició en 
coordenades globals. Un cop fet aquest pas, ja no importa com s’hagi definit la càrrega. En 
el següent pas s’ajusten els valors de les reaccions nodals equivalents amb senzilles 
operacions trigonomètriques segons els valors de   i  . Finalment es sumen les 
reaccions (si és que un element té aplicada més d’una càrrega repartida) i es passen a 
coordenades globals, emprant la inversa de la matriu rotacional, per a sumar aquest 
resultat amb la resta de forces que rep l’estructura.  
 
8.3.2 Actualització de la matriu de rigidesa local 
Aquesta opció, etiquetada com Actualitzar Matriu de Rigidesa Local  permet a l’usuari 
treballar durant tot el procés de càlcul amb unes components dins la matriu de rigidesa 
elemental constants (opció deshabilitada) o actualitzar-los a cada nova iteració.  
La matriu de rigidesa local es calcula a partir dels valors definits en el preprocés tals com 
les propietats de la secció de l’element, la seva longitud i les propietats del material. Totes 
aquestes dades les considerem sempre constants excepte una: la longitud de l’element, 
que es modifica a partir dels esforços axials que pateix. Val a dir, però, que tals elongacions 
són gairebé sempre prou petites per a poder depreciar-les sense que aquest fet condicioni 
 
Fig 8.11 Parella d’angles que defineixel la orientació d’una càrrega repartida genèrica 
segons els eixos locals 
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el resultat. Tot i així s’ha considerat interessant que l’usuari pugui manipular aquesta 
condició. 
8.4  Llistats de resultats 
Tot i que al inici d’aquest projecte Estruwin 3D ja permetia visualitzar els diferents 
diagrames d’esforços de l’estructura analitzada de forma molt pràctica, no considerava la 
possibilitat d’extreure aquests resultats en format de llistat. Aquesta funció, que la primera 
versió d’Estruwin ja permetia realitzar, es considera bàsica per a que la nova aplicació 
segueixi essent tan funcional com l’anterior. Amb aquesta finalitat s’ha inclòs, en la barra de 
menús superior del mòdul de postprocés, la possibilitat de generar aquests llistats de 
manera ràpida i eficaç (veure Figura 8.12). 
 
 
La informació que es pot visualitzar a través dels llistats coincideix amb la que es pot veure 
en forma de diagrama, havent afegit, a més, una opció que genera un llistat amb tots els 
esforços nodals. 
Tots els resultats que es mostren a través dels llistats ho fan en format científic amb cinc 
xifres significatives fixes. La raó de l’elecció d’aquest format és perquè el rang de valors 
que pot prendre un esforç o desplaçament és molt ampli, de manera que aquesta és la 
millor elecció per a garantir que l’usuari rep prou informació de qualsevol dada.  
 
Fig. 8.12 Vista del menú de Llistats d’Estruwin 3D on es pot observar els                      
diferents llistats que es poden generar 
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L’aplicació amb que s’executen els llistats és WordPad. Aquesta aplicació forma part de les 
eines bàsiques de Windows, la qual cosa fa que l’usuari no necessiti de cap nou programa 
per a fer-ne us si ja té instal·lat Windows. A més, permet obrir posteriorment l’arxiu tant amb 
Word com amb Excel.   
Tots els llistats presenten, en primer lloc, un conjunt de dades generals de l’estructura i tot 
seguit la informació sol·licitada. Aquesta informació general inclou el nombre de nodes i 
elements de l’estructura, el nombre d’hipòtesis de càlcul definides, la data de creació de 
l’arxiu i una nota avisant de les unitats en que es mostren els resultats (que són les Unitats 
del Sistema Internacional: Newtons, metres i radiants). L’annex C inclou una col·lecció dels 
llistats generats a partir de l’exemple de l’apartat 7.5. 
8.5  Captura de la pantalla 
Una altra eina molt útil  i que també ja incloïa al versió anterior d’Estruwin és la possibilitat 
de captar la imatge que en un moment determinat l’usuari està veient en l’escenari gràfic 
d’Estruwin 3D, ja sigui un diagrama, la deformada o una vista determinada de l’estructura. 
És per això que en el menú de Resultats, juntament amb la opció de  generar Llistats, s’ha 
afegit la opció de Capturar pantalla (Figura 8.13). Aquesta opció permet capturar la imatge 
de dues maneres diferents, depenent quines siguin les necessitats de l’usuari: pot optar per 
crear un arxiu imatge (cas en que l’aplicació li demanarà que especifiqui la ruta en que vol 
guardar l’arxiu, el format i el nom) o simplement  emmagatzemar-la en el portapapers (per a 
que posteriorment l’usuari la enganxi o  copiï on li sigui precís). En l’annex C es pot trobar 
algun exemple d’arxiu gràfic generat a partir de l’exemple de l’apartat 7.5. 
 
 
Fig. 8.13 Vista del menú de Captura de pantalla d’Estruwin 3D on es poden                  
obsevar les dues possibilitats que es faciliten 
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Conclusions i recomanacions 
Acompliment dels objectius: Tenint present els objectius prefixats al inici d’emprendre 
aquest projecte es pot concloure que s’han assolit les fites marcades amb escreix. 
Això vol dir:  
 S’ha aconseguit, previ anàlisi del mètode de càlcul no lineal, implementar un procés 
de càlcul geomètricament no lineal capaç de corroborar qualsevol resultat d’ANSYS 
(d’elements barra) 
 S’ha aconseguit dotar Estruwin 3D del paquet d’eines que li mancaven per a poder 
ésser presentat com el digne successor de la primera versió del programa 
Altrament, no s’ha tancat cap cicle, sinó tot el contrari. Amb aquestes millores Estruwin pot 
ser la plataforma per a més i millors projectes, cada cop més específics i interessants, 
degut a que ja ofereix una sòlida posició de sortida per a futurs treballs. 
També, es considera oportú esmentar certes propostes que durant l’evolució del projecte 
han sorgit, però que, per allunyar-se dels objectius prefixats o per ser simples 
recomanacions o millores no imprescindibles, no s’han dut a terme: 
 Seria molt interessant dotar l’aplicació de la possibilitat de incloure la Matriu de 
Rigidesa Geomètrica. Val a dir que ja s’està començant a gestar un projecte en 
aquesta via. 
 Tenint en compte que l’estructura general amb la que es realitzen càlculs no lineals 
és Newton-Raphson complert, es podria incloure la opció de consultar dades 
intermitges del procés de càlcul i no només les dades de l’últim nivell de càrrega 
 Un punt a millorar de l’aplicació és el temps de càlcul. Tot i que la capacitat 
computacional augmenta en progressió geomètrica (i això fa que el temps jugui al 
nostre favor) és cert que el temps de càlcul requerit per a estructures complexes o 
amb condicions de càrrega exigents és encara massa elevat per a competir amb 
programes com ANSYS. 
 La possibilitat d’incloure anàlisis no lineals de material podria ésser una via per 
continuar expandint les fronteres d’Estruwin. 
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